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PRESENTACION

Al igual que René Descartes, gran matematico y filésofo del siglo XVII, quien hubiera pre-
ferido una ciencia tinica o “matematica universal”, que explique el orden y la medida de la
naturaleza, sin importar si la unidad de medida son numeros, o ecuaciones o gréficos, el
presente “Formulario Matematico” pretende realizar una exposicion de todos los métodos
matemadticos en un solo documento.

Como es habitual, Editorial Lexus pone a disposicion del estudiante avanzados recursos que
contribuiran a minimizar diferencias tedricas y practicas entre el nivel secundario y la uni-
versidad. Se ha pretendido crear un manual educativo para que el alumno en la etapa pre-
universitaria, a través de la practica directa de sus ejercicios, pueda auto-evaluarse y pronos-
ticar sus capacidades con vistas a iniciar sus estudios superiores. Y, al mismo tiempo, servir
como obra de consulta general.

La preparacion de esta formidable obra ha sido posible debido a la participacion de un selec-
to equipo de estudiantes universitarios y calificados docentes especialistas. Este libro resu-
me mas de 4 mil maravillosos anos de investigacion matematica. Desde las antiguas aritmé-
tica y algebra, escudrinadas por babilonios y egipcios hasta las modernas técnicas y aplica-
ciones, que permiten actividades cotidianas de complicado analisis, como el pronoéstico del
tiempo, el movimiento bancario o la telefonia movil, imposibles sin el concurso de todas las
disciplinas matematicas.

Este manual incluye secciones de Fisica y Quimica pues, como senialaba Von Neumann, las
matemadticas poseen una doble naturaleza: las matematicas como cuerpo cientifico propio,
independientes de otros campos, y las matematicas relacionadas con las ciencias naturales.
De hecho, muchos de los mejores resultados alcanzados en las matematicas modernas han
sido motivados por las ciencias naturales y, similarmente, hay una tremenda matematizacion
de las partes teoricas de dichas ciencias .

El método practico utilizado en toda la extension de esta obra, conduce al lector de una
manera diddctica a lo largo de la asignatura, pasando de lo mas sencillo a lo mas complejo,
con numerosos ejercicios resueltos y propuestos. La resolucion de problemas y el repaso
teérico no dudamos que le daran al estudiante una base muy sélida para que destaque en
las aulas universitarias de pre-grado o post-grado.

Los Editores

I Referencias histéricas consultadas en: José M. Méndez Pérez. “Las Matemiticas: su Historia, Evolucion y Aplicaciones”.
Archivo online: http://www.divulgamat.net/weborriak/TestuakOnLine/Hasierakolkasgaiak/Mendez2003-04-extendida.doc.
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ARITMETICA

DEFINICION

Es aquella parte de la matematica pura elemental que
se ocupa de la composicion y descomposicion de la
cantidad expresada en numeros.

Logica Matematica

DEFINICION

La logica es la ciencia que estudia los procedimien-
tos para distinguir si un razonamiento es correcto o
incorrecto; en este sentido, la LOGICA MATEMA-
TICA analiza los tipos de razonamiento utilizando
modelos matematicos con ayuda de las PROPOSI-
CIONES LOGICAS.

PROPOSICIONES LOGICAS

Una proposicion logica es el conjunto de palabras
que, encerrando un pensamiento, tiene sentido al
AFIRMAR que es VERDADERO o al AFIRMAR que
es falso.

Las proposiciones se calsifican en:
1) Simples o Atéomicas

2) Compuestas o Moleculares

CONECTIVOS LOGICOS

Los conectivos logicos son simbolos que sirven para
relacionar o juntar proposiciones simples (atomicas)
y formar proposiciones compuestas (moleculares).

CONECTIVO NOMBRE EL LENGUAJE COMUN SE LEE
& Negacion no, n es cierto que, no es el caso que, etc.
Ao ® Conjuncion y, pero, sin embargo, ademads, aunque, etc.
\ Disyuncion 0, y/o
inclusiva
CONECTIVO NOMBRE EL LENGUAJE COMUN SE LEE
A Disyuncion 0...0..
exclusiva
entonces, si ... entonces ..., dado que ...
= Condiciona . . q. .
... slempre que ..., en vista que ...,implica ..., etc.
< Bicondicional ...siysolosi ...
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PROPOSICIONES SIMPLES

Las proposiciones simples o atomicas se representan
por las letras p, q, 1, s, t, etc. y pueden ser verdaderas
o falsas.

Ejemplos:
p: Juan Estudia
q: Andrés es un nino
r: Stéfano no juega fatbol
s: Alejandra esta gordita
t: Christian es rubio
w Alescia habla mucho

PROPOSICIONES COMPUESTAS BASICAS

Son las siguientes, formadas a partir de proposi-
ciones simples:

Negacion:  ~p Se lee:

“no p”, “no es

cierto que p”, etc.

Conjuncion: pAq  Se lee:

»” o«

Pydq’, pperoq,

“p sin embargo q”, etc.
Disyuncion: pv q Se lee:

“poq’ ,“pyloq’
Disyuncion
Exclusiva:  pAq Selee:

“O p O q”
Condicional: p=q Se lee:

“si p, entonces q”,

“p implica q”, etc.

Bicondicional p < q Se lee:

“p si, y solo si q”

TABLAS DE VERDAD DE LAS PROPOSICIONES
COMPUESTAS BASICAS

NEGACION CONJUNCION
p |~q Pq pArq
\% F VvV %
F % VF F
EFV F
FF F
DISYUNCION DISYUNCION
INCLUSIVA EXCLUSIVA
pPq | pvgq pq pAq
vV \ VV F
VF % VF \Y%
FV % FV \Y%
FF F FF F
CONDICIONAL BICONDICIONAL
Pq |p=¢ Pq p=q
VvV \Y VV A%
VF F VF F
FV \% EFV F
FF \% FF %

TIPOS DE PROPOSICIONES
TAUTOLOGIA

Es una proposicion cuyos VALORES DE VERDAD
del OPERADOR PRINCIPAL son TODOS VERDA-
DEROS, cualquiera sea el valor de verdad de sus
componentes.

Ejemplo:
pPq prq | = | (pvq
\a% \% \% \%
VF F \ \%
FV F \ \%
FF F \% F

- 16 -



CONTRADICCION

Es una proposiciéon cuyos VALORES DE VERDAD
del OPERADOR PRINCIPAL son TODOS FALSOS,
cualquiera que sea el valor de verdad de sus compo-
nentes.

Ejemplo:

pq|l~p = (@ A ~@l A ~p

\A%
VF
FV
FF

< < T =
o< <
o< T <
o™ o™
< T <

o™ o™
< < ™

CONTINGENCIA

No es ni tautologia ni contradicciéon porque los VA-
LORES DE VERDAD de su OPERADOR PRINCIPAL
tienen por lo menos una VERDAD y/o una FALSE-
DAD.

LEYES LOGICAS PRINCIPALES

1. DE IDENTIDAD:

P=P
P<P

“Una proposicion solo es idéntica consigo misma”.

2. DE CONTRADICCION:

~(pA ~Dp

“Una proposicion no puede ser verdadera y falsa
ala vez”.

3. DEL TERCIO EXCLUIDO:

pv~q

“Una proposicion o es verdadera o es falsa, no
hay una tercera opcion”.

4. DE LA DOBLE NEGACION (INVOLUCION):

=~ (= p) =p

“La negacion de la negacion es una afirmacion”.

5. DE LA IDEMPOTENCIA:

APAPADA ...
b)pvpvpv ...

Ap=p
vp=p

“Las variables repetidas redundantemente en una
cadena de conjunciones o en una cadena de
disyunciones se reemplazan por la sola variable”.

6. DE LA CONMUTATIVIDAD:

a)p A q=qAp
b)pvq =qv p

Apeq=qep

“En una proposiciéon, la conjuncion, la dis-
yuncion inclusiva y la bicondicional son con-
mutativas”.

7. DE LA ASOCIATIVIDAD:

aA)p A (@Aas)=(pAr g As
b)pv (qvs) =(pvqg vs
ogpe(@es)=pesq s

“En una proposicion, la doble conjuncion, la
doble disyuncion, o la doble bicondicional se aso-
cian indistintamente”.

8. DE LA DISTRIBUTIVIDAD:

ap A (qvs)= (pA Qv (pAs)

b)pv (qas) = (pvg A (pvs)
Adp= (qras)= (p=g A (p=s)
dDp=(@Qvs)= (p=q vip=>5s)

“En una proposicion la conjuncion, la disyuncion
y la implicacion son distributivas”.

9. DE DE MORGAN:

a)~(paqg =(~pv~q

b)~ (pvg =(~pr ~q

“En una proposicion, la negacion de una conjun-
cion o de una disyuncion son distributivas
respecto a la disyuncion o conjuncion.
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10. DEL CONDICIONAL:

a) p=q=~pvq

b) ~(p=q=par~q

“En una proposicion, la condicional equivale a la
disyuncion de la negacion del antecedente con el
consecuente, y la negacion de una condicional
equivale a una conjuncion del antecedente con la
negacion del consecuente”.

11. DEL BICONDICIONAL:

a) peq =p=29Ar@=p

b) peq =parqvi~pa~q =~(pAqQ

12. DE LA ABSORCION:

apa (pvqg =p
bypa (~pvqg =paq
apv (prq =p
dpvi-prg =pvq

13. DE TRANSPOSICION:

a)(p=q=>(G-q= ~p)

b)peq=>G-pes-~q

14. DE EXPORTACION:

aA)(prg=s=p=(Qq=5s)

b) (p, A p,A...A p) =5

=, A pyA...A p,,) = (Pn=5)

15. MODUS PONENS:

[(p=q A pl=¢q

“En una premisa condicional; si se afirma el
antecedente, entonces se concluye en la afirma-
cion del consecuente”.

16. MODUS TOLLENS:

[(p=q@ Ar~pl=~p

“En una proposicion, si se niega el consecuente
de una premisa condicional entonces se concluye
en la negacion del antecedente”.

17. DEL SILOGISMO DISYUNTIVO:

[(pv@Aa~pl=q

“En una proposicion, cuando se niega el
antecedente de la premisa de una disyuncion, se
concluye en la afirmacion del consecuente”.

18. DE LA INFERENCIA EQUIVALENTE:

[(peq@rpl=q

“En una proposicion, cuando se afirma que uno
de los miembros de una bicondicional es ver-
dadera, entonces el otro miembro también es ver-
dadero”.

19. DEL SILOGISMO HIPOTETICO:

[(p=qAr(@=3s)]=(p=>s)

“En una proposicion, el condicional es transitivo”.

20. DE LA TRANSITIVIDAD SIMETRICA:

[(pegpr(es)=(p<=s)

“En una proposicion, el bicondicional es tran-
sitivo”.

21. DE LA SIMPLIFICACION:

(pAq)=p

“En una proposicion, si el antecedente y conse-
cuente de una conjuncion son verdades, entonces
cualquiera de los dos términos es verdad”.

22. DE ADICION:

p=(@vq)

“En una proposicion, una disyuncion estd impli-
cada por cualquiera de sus dos miembros.
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TEORIA DE CONJUNTOS

CONCEPTOS BASICOS
DEFINICION DE CONJUNTO

Se entiende por conjunto a la coleccién, agrupacion
o reunion de un todo tnico de objetos definidos, dis-
tinguiles por nuestra percepcion o nuestro pen-
samiento y a los cuales se les llama elementos.
Ejemplo: los muebles de una casa. Los muebles son
los elementos que forma el conjunto.

FORMAS DE EXPRESAR UN CONJUNTO

a) Por extension.- Cuando el conjunto indica expli-
citamente los elementos del conjunto. También se
llama forma constructiva.

i) A={a,b,c,d}
i)Z={...;-3;-2;-1;-0;1;2; ... }

b) Por comprension.- Cuando los elementos del
conjunto pueden expresarse por una propiedad
comun a todos ellos. También se le llama forma
simbdlica.

Ejemplos:
i) M= {x/x =vocal }
Se lee:
“M es el conjunto de las x, donde x es una vocal”.

ii)B={xeZ/-2<x<3}

Se lee:

“B es el conjunto de las x que pertenecen a los
nuameros enteros, donde x es mayor que -2 pero

Ejemplos: menor que 3”.
PRINCIPALES SIMBOLOS
Simbolo Lectura Simbolo Lectura
S ... pertenece... 3 existe. .
& ... No pertenece. .. 3! existe un ... sélo un ...
¢ Conjunto vacio A no existe
= ... equivalente... n cardinal de...
- diferente.. = implica; entonces...
= ... slysolosi...
C ... estd incluido Y
S conjunto de partes de...
C .. estd incluido estrictamente
P potencial del ...
¢ ... no esta incluido. ..
A Y
U ... union. .. v o
N ... interseccion...
A 0...0...
/ - tal que ... A Complemento de A con Respecto
— es coordinable. . al conjunto Universal U
7 ... no es coordinable... = ro €5 TENOT QUE ..
>
U Conjunto Universal es mayor que
< .
A ... diferencia simétrica... = ... es menor o igual que ...
\v4 Paientodo 2 ... es mayor o igual que ...
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NOTACION DE LOS CONJUNTOS NUMERICOS 5 7 6
Q= [,— 843 - = ,}

82" 5
N: Conjunto de los nimeros naturales
N2 {05123 4 ) l: Copjpnto de nu'I’ne'ros irracionales (decimales
infinitos no periodicos)

Z: Conjunto de los numeros entero [ = ()" = {x/x es numero no racional}

Z={..;-3;-2:-1;0;1;2;: 3; ...} l= [, \/i) ; \/z \/3_, +e; n;...]
Z*: Conjunto de los ntimeros enteros positivos R : Conjunto de los nimeros reales
/" : Conjunto de los numeros enteros negativos R={xeQvxel
Z*: Conjunto de los nimeros enteros no nulos R = [, % ;- 14—3 ; \/5_; 3 -\/% ,]
@ : Conjunto de los numeros racionales (deci- . i )

gy P, 1 C: Conjunto de los numeros complejos
males finitos o infinitos periodicos)
C={RAa~R}

Q= x/x=% cacZabeZAb=0

C= I, -8; \/7_; 3; 5i; i\/3_; -% ,l

LA RECTA REAL

El conjunto de los numeros reales esta formado por y desde cero a - © . A esta recta se le llama “Recta
todos los conjuntos numéricos. Todos los ntmeros: real” o “Recta numérica”.

Naturales, Enteros, Racionales e Irracionales se pue-

Cualquier numero real se puede representar sobre un
den representar sobre una recta, desde el cero a + o

punto de la Recta Real, porque tiene infinitos puntos.

- © I T T | t

(N f

t
w28 A2 - % 05 3

- 20 -



CARACTERISTICAS DE LOS CONJUNTOS

1) PERTENENCIA € Y NO PERTENENCIA “&”
Sea :A={a,b,c,d, e}
:B={a,b,c}

:C={m»n7qarvs}

Entonces: B € A, se lee:

“B pertenece a A”
CE A, se lee:

“C no pertenece a A”

2) CONJUNTOS FINITOS E INFINITOS
Finitos:
Cuando los elementos del conjunto se puede contar.
A={m,n,qr}k
Son 4 elementos.

Infinitos:

Cuando los elementos del conjunto son tantos
que no se puede contar.

M = {estrellas del firmamento}; son infinitas
N ={0; 1; 2; 3; 4; 5; ...; o};Infinitos nimeros

3) CONJUNTOS IGUALES

Dos conjuntos son iguales cuando tienen exacta-
mente los mismos elementos aunque no estén en
el mismo orden.

A=1{4;5;6;7;8}
B=1{5;6;4;8;7}
Entonces: A =B
4) CONJUNTO VACIO

Es el conjunto que carece de elementos.

A=¢; A={},; A=0
5) CONJUNTO UNITARIO

Es el conjunto que tiene un solo elemento.

X={y2y=4}

6) CONJUNTO UNIVERSAL

Es el conjunto que contiene a todos los elemen-
tos de otro conjunto.

U = {todas las vocales}

A={eji;o}
Entonces U es el conjunto universal de A.

7) SUBCONJUNTO
A={m;n;p}
B={qm;n;r;p}

Se lee “ A es subconjunto de B” o “A esta inclui-
do en B”.

RELACIONES ENTRE CONJUNTOS

CONJUNTO DE CONJUNTO O CONJUNTO DE
PARTES

Es el conjunto formado por la totalidad de subcon-
juntos que se puede formar a partir de un conjunto
dado.

Sea el conjunto:
M={m;n;p}
El conjunto de partes es:
F M) = (¢ ,{m), {n}, {p), (m, n}, {(m, p},
{n, p}, {m, n, p}}
POTENCIA DE UN CONJUNTO

Expresa el numero de subconjuntos que se puede
formar con los elementos de un conjunto. En otras
palabras, es el numero de elementos de un conjunto
de partes.

P(M)=2"
N = numero de elementos del conjunto M.
Para el ejemplo anterior:

n =3, luego:

PM)=2>=38
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DIAGRAMAS DE VENN Sean: A=1{1;2;3,4,5}

Son gréficos, generalmente circulos, que sirven para

={1;357)
encerrar y representar conjuntos:
U
{a, b, c} ACB ‘
Conjunto A “Aestd incluido en B”

ANB={1;3;5}

Q Se lee: “A interseccion B”.

La interseccion de varios COl’lJl.ll’ltOSZ

A¢ZB Sean: A={1;2:3:4;5}
“A no esta incluido en B”
B={1247)
OPERACIONES CON CONJUNTOS
C={45;9,10}
1) UNION DE CONJUNTOS
La union de dos conjuntos A y B, es el conjunto U
formado por todos los elementos de los conjuntos A
AyB.

Sean: A={a,b,c}

={cde f} 4‘

U
A B
d e f
ANBNC={4}
Se lee “A interseccion B interseccion C”.

AUB={ab, cdf} 3) DIFERENCIA DE CONJUNTOS

Cw o La diferencia de dos conjuntos, A menos B, es el
Se lee: “A union B”. .
conjunto formado por elementos de A que no
2) INTERSECCION DE CONJUNTOS pertenezcan a B.
La interseccion de los conjuntos A y B, es el con- Sean: A={ab,cd e}
junto que contiene elementos comunes a los con-
juntos A y B. ={d, e f g h}
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A-B={a,b,c}

Se lee: “El conjunto A menos el conjunto B, es el
conjunto a, b, ¢”.

4) COMPLEMENTO DE UN CONJUNTO

Sean los conjuntos A y universal . El comple-
mento del conjunto A es la parte del conjunto uni-
versal U que no pertenece al conjunto A.

Sean:

A = { vocales }

U = { el alfabeto }

A

A = - A = { las consonantes }
Se lee: “A’ es el complemento de A”.
5) DIFERENCIA SIMETRICA

Es el conjunto formado por la parte no comun de
dos conjuntos.

A=1{2,4,6;8;10}

B={24579}

AAB= (AUB)-(ANB)

AAB={5;6;7;8;9;10}

Se lee: “A diferencia simétrica B”

PRODUCTO CARTESIANO DE DOS
CONJUNTOS

Dados dos conjuntos A y B, se llama producto carte-
siano A . B, al conjunto de “pares ordenados” forma-
dos por todos los elementos de A, como primeros
componentes, asociados a todos los elementos de B
como segundos elementos.

Sean:
A={ab}
M={m,n,p}
A. M
(a, m)
A M (a, n)
a m _ (a, p)
n (b, m)
p (b, n)

(b, p)

A . M-={(a,m), (a, n), (a p),
(b, m), (b, n), (b, p)}

Simbolicamente:

A M={xy/xcAr ycM}

Nota: A. M = M . A (no es conmutativo) I

RELACIONES
DEFINICION

Relacion es un subconjunto de pares ordenados de
dos conjuntos A y B que obedecen a una proposicion
establecida.
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Ejemplo:

Sean los conjuntos:

A={a b}

M= {m,n, p}
Se denota:

adfimo (amen
y se lee:

“ a estd relacionada con m por N”.
Simbolicamente:
N esunarelacionde AenM < RC A. M
y se lee:

“N es una relacion de A en M, si y solamente si la
relacion 1 es un subconjunto de A . M”.

Ejemplo: A= {2;4;6;8;10}
B={1;2;3;4}

Sea la propiedad: x € A A yeB

Que obedezca a la proposicion P(x): x <y

entonces:

203
2N 4

Solo se puede escribir estas dos relaciones porque
son las unicas que cumplen que x <y, que es la
proposicion P(x) que los relaciona.

DOMINIO Y RANGO
DOMINIO

Es el conjunto formado por los primeros compo-
nentes de los pares ordenados que forman la
relacion .

Se denota: Dom (1)
En el ejemplo anterior:

Dom (M) = {2}

RANGO

Es el conjunto formado por los segundos compo-
nentes de los pares ordenados que forman la
relacion 9.

Se denota: Ran (h)
En el ejemplo anterior:
Ran (M) = { 3; 4}
TIPOS DE RELACIONES EN UN CONJUNTO

1) REFLEXIVA

Cuando todos los elementos de un conjunto A
estan relacionados consigo mismos a través de N.

N es reflexiva = (a,a) evI ac A
Ejemplo:
A=1{a,b,c}

Relacion Reflexiva:
I = {(a, @); (b, b); (¢, O}

2) SIMETRICA

Cuando cada uno de los elementos de un conjunto A
esta relacionado con otro del mismo conjunto y éste
a su vez estd relacionado con el primero.

N es simétrica <= (a,b) e N = (b,a) e N
Ejemplo:
A={a,b,c}

Relacion simétrica:
N = {(a, b); (b, a); (a, 0); (c, ); (b, ©); (¢, b))

3) TRANSITIVA

Cuando un elemento de un conjunto A esta rela-
cionado con otro elemento del mismo conjunto y
esté a su vez esta relacionado con uno tercero del
mismo conjunto; entonces, el primero esta rela-
cionado con el tercero a través de la relacion R.

N es transitiva = (a,b) €N A (b, c) e N
= (a,c) eN
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Ejemplo:
A={ab,c}
Relacion Transitiva:

R ={(@,b); (b, 0); (a, )}

RELACION DE EQUIVALENCIA

La relacion ) de A en A es una relacion de EQUIVA-
LENCIA, cuando esta relacion es reflexiva, simétrica
y transitiva a la vez.

FUNCIONES
DEFINICION

Una funcion de A en B es una relacion de par orde-
nado que asocia a TODO ELEMENTO del conjunto
A con UN SOLO ELEMENTO del conjunto B.

Se denota: f: A=1B
Ejemplos:

g es una funcion
y se denota

g=1{(1a), (2,2), 3,b)}

f es una funcion
y se denota

f={1a), 2,b), G0}
iii) h iv) j
j NO es una funcion

porque No cumple:
“a TODO elemento de A

h No es una funcion
porque No cumple:
“a todo elemento de
A le corresponde UN
SOLO elemento de B”

En general una funcion de denota ast:

f& =y

Donde “x” es un elemento de A, e “y
mento de B.

es un ele-

xEA yeB=1f(x)eB

DOMINIO Y RANGO

DOMINIO

Es el conjunto de todas las PRIMERAS componentes
del par ordenado que pertenecen a una funcion “f”.

RANGO
Es el conjunto de todas las SEGUNDAS compo-
nentes del par ordenado que pertenecen a una
funcion “f".
Ejemplo:
Sea: f=1{(1,a), (2,b), (3,0}
Dom (f) = {1; 2; 3}

Ran (f) ={ a, b, ¢}

SISTEMAS DE NUMERACION
NUMERACION
DEFINICION

Es la parte de la Aritmética que estudia las leyes, arti-
ficios y convencionalismos utilizados para expresar
(hablar) y representar (escribir) a los numeros en
forma sistematica y lo mas simple posible.

SISTEMAS DE NUMERACION

Se refiere a los conjuntos de reglas, leyes, artificios y
convenios que permiten formar, expresar y represen-
tar todos los nimeros.

BASE DE UN SISTEMA

Es aquel numero que indica la cantidad de unidades
de un orden cualquiera que se requiere para formar
una unidad de un orden inmediato superior. Asi,
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nuestro sistema se llama DECIMAL porque con 10
UNIDADES de un orden cualquiera, se logra formar
una unidad de un orden inmediato superior.

FORMACI()N DE UN SISTEMA DE
NUMERACION

PRINCIPIO BASICO

En un sistema de base N, toda cifra escrita un lugar
a la izquierda de otra, representa unidades de orden
N veces mayor al orden que representa la otra, escri-
ta a la derecha.

Ejemplo:

Sea el numero 468 en base N = 10, el 4 es de
orden 10 veces mayor que cada unidad de 60 y
cada unidad de 6 es de orden 10 veces mayor que
cada unidad de 8.

DESCOMPOSICION POLINOMICA DE UN
NUMERO

Es el procedimiento de calculo que permite determi-
nar la cantidad de unidades simples que posee un
numero y con ello su valor real.

Sea el numero a b ¢ d de base N:

abcd (
{ Unidades de 1° orden.
U

nidades de 2° orden
(N veces las u.s.)

N)

Y
Unidades de 3° orden
(N2 veces las u.s.)

|
Unidades de 4° orden
(N3 veces las u.s.)

Donde: u.s. = unidades simples '

METODO PRACTICO PARA DESCOMPONER UN
NUMERO EN SU FORMA POLINOMICA

“Se toma la primera cifra de la izquierda y se multi-
plica por la base del sistema elevado a un exponente
igual al numero de cifras que le siguen a la cifra
tomada, a este resultado se le suma el producto de la
segunda cifra multiplicada por la base del sistema

elevada a un exponente igual al ntimero de cifras que
le siguen y asi sucesivamente”.

2
abc(N) = a.N’+b.N+c

abcedey, =a.N*+b. N> +c.N?

+d.N+e
ab..xyz,, =a.N"™'+b N™+.  x.N°
N
“m” cifras tyN+2z
CONVENCION

Cuando la base es superior a 10, y los numeros 10;
11; 12 y 13 sean cifras, se emplea la siguiente equiva-
lencia:

a=10 ; p=11 ; y=12 ; & =13
CIFRAS MINIMAS

Son todas las cifras menores o iguales a la mitad de
la base del numero dado.

Ejemplos de cifras minimas:

De base 4: 0; 1;
De base 7: 0; 1;
De base 10: 0; 1; 2; 3; 4, 5
De base 11: 0; 1;
De base 12: 0; 1;
Ejemplo:

Escribir el numero 67 654 g €N cifras minimas. Las
cifras minimas de este numero son: 0; 1; 2; 3; 4.

4=4

5-8=3

6+1=7 ; 7-8=1
7+1=8 ; 8-8=0
6+1=7 : 7-8=1
0+1=1

07 6545 =110134
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OPERACIONES ARITMETICAS BASICAS NO
DECIMALES

SUMA

Tal como en el sistema decimal, si la suma parcial
supera el valor de la base, se ecribe el valor
numérico de lo que excede a la base y se lleva
como unidades tantas veces como excede al valor
de la base.

Ejemplo:
423, + 566, + 2521,

423 +
566
2521

4143,
lo cual se desarrollo de la siguiente manera:
3+46+1=10
como 10 =7 + 3; se pone 3 y se lleva 1.
1+2+6+2=11

como 11 =7 + 4 ; se pone 4, se lleva 1.
1+4+5+5=15

como 15=14+1;15=2 .7 + 1; se pone 1, se
lleva 2

2+2=4%

RESTA

El método es similar a la resta en base 10. Cuando la
base es otra, se anade como unidad el valor de la
base.

Ejemplo: 47354-23674
4735-
2367
23464
Desarrollo:

5 - 7 no se puede restar, entonces, en la segunda
columna tomamos prestada 1 unidad a 3, lo que
nos permite anadir a 5 el valor de la base:

5+8)-7=6

Como a 3 se quito 1 unidad, ahora es 2, pero 2 - 6
no se puede restar, entonces:

2+8)-6=4

Como a 7 se le habia quitado 1 unidad, ahora es 6:
6-3=3

Ahora no se ha quitado nada.

Finalmente:

4-2=2

MULTIPLICACION

El procedimiento es similar a la multiplicacion en
base 10; s6lo que lo que se lleva es la unidad de la
base de los factores.

Ejemplo:

326, . 465

(7) ¢0]

326x
465

2302
2631
1643

226212,

Desarrollo:

5.6=30=4.7+2 pongo 2 van 4

5.2+4=14=2.7+0 pongo 0 van 2

5.3+2=17=2.7+3 pongo 3 van 2

Finalmente: pongo 2.

6.6=36=5.7+1 pongo 1 van 5

6.2+5=17=2.7+3 pongo 3 van 2

6.3+2=20=2.7+6 pongo 6 van 2

Finalmente: pongo 2

4.6=24=3.7+3 pongo 3 van 3

4.2+3=11=1.7+4 pongo 4 van 1

4.3+1=13=1.7+6

Finalmente:

pongo 6 van 1

pongo 1
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Luego, se suma los productos parciales, recordan-
do como se suma cuando los sumandos no son de

base 10.

DIVISION

Para hacer la division es aconsejable formar una tabla
con la base dada, con todos los productos posibles

del divisor por el cociente.

Ejemplo: 4350, + 24

(6)

Las cifras del cociente, por ser de base 0, oscilan
entre 0 y 5, lo cual se toma en cuenta para formar
la tabla:

Tabla de base 6

0.24 = 0
1.24 = 24
2.24 = 52
3.24 = 120
4.24 = 144
5.24 = 212

4350 |24
24 142,
155
144
110
52
14

CAMBIOS DE BASE DE UN SISTEMA DE
NUMERACION

1° UN NUMERO DE CUALQUIER BASE PASAR

A BASE 10
Regla:

Se descompone polinémicamente el ntimero da-
do. El namero que resulta de sumar las unidades
simples (u.s.) de este ntumero es el ntumero de
base 10.

Ejemplo:
Pasar 3 856(9) a base 10.

Se descompone polinémicamente y se suma:
3.9248.9245.94+6=2886u.s.

3 856, = 2 886, = 2 886

(10)

Nota.-

Que cuando el numero es de base 10 no es
necesario senalar la base.

2° UN NUMERO DE BASE 10 PASAR A OTRO

SISTEMA DE BASE “N”
Regla:

Se divide el numero dado entre el valor “N” de la
base deseada, lo cual arroja un cociente. Este
cociente se divide nuevamente entre el valor “N”,
sucesivamente hasta obtener un ultimo cociente
cuyo valor sea menor a la base. Luego, tomando
la cifra del ultimo cociente y las cifras de los
residuos en el orden del ultimo al primero, queda
formado el numero de base “N”.

Ejemplo:

Pasar 4 975 de base 10 a base 8.

4975 8
17 621 8
15 61 77 |8

@~ 0@ IE

D=0

4975, = 11 557

(10)

3° DE UN NUMERO NO DECIMAL A OTRO NO

DECIMAL
Regla:

El primero se pasa a base 10 y luego, el nuevo
numero, a la base pedida.

Ejemplo:
Pasar el namero 2 583, a base 5.

A base 10:

2.9°+5.92+8.9+3=10938
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Ahora, 1 938 se cambia a base 5:

1938 5
43 387 5
38 37 77 |5

® @ @7 155
@ O 06
2583, =30223

CONTEO DE CIFRAS AL ESCRIBIR LA
SERIE NATURAL

EN BASE 10

# de cifras = (# mayor + 1) (# cifras del #
mayor) — (namero con tantos 1
como cifras tenga el # mayor)

Ejemplos:

¢Cuantas cifras se emplea para escribir la serie
natural de los nameros hasta el 3 475?

Solucion:

#decifras= (3475+1) (4) -1 111)
#decifras= 3476.4-1111

# de cifras = 13904 -1 111 =12793

;Cuantas cifras se ha empleado para escribir la
serie natural de los nimeros hasta 15 4972

Solucion:

# de cifras = (15497 + 1) (5) - 11 111
# de cifras= 15498 .5-11111

# de cifras = 66 379

EN BASE N:
# de cifras = kl
(# mayor + 1)(# cifras del # mayor) - [n '1
n-

k = # de cifras del numero mayor
n = base del sistema
Ejemplo:

¢Cuantas cifras se ha empleado para escribir
hasta el numero 8 427 ,?

Solucion:
8427, = 6181

# de cifras = (6181+1)_4_994_-11

# de cifrras = 23 908

CALCULO DE LA CANTIDAD DE NUMEROS DE
“n” CIFRAS, EN BASE “A”

Consiste en darle a cada cifra el numero de valores
que puede asumir. El producto de estos valores nos
da el numero de combinaciones que a su vez es el
numero de numeros de “n” cifras.

# de numeros = (base — 1) (base - 1)@

Observar que:

I3 )

n” es el numero de ciras, pero cuando las cifra se
repiten, esa cifra se toma una sola vez.

Ejemplo:

¢Cuantos numeros de la formaa b b, existen?

(12)
Solucion: abb
Tiene 1 cifra repetida y distinta a la primera cifra.

Por lo tanto:

#de cifras = (12-1) (12 - D@V =121

SUMATORIA DE PRIMEROS NUMEROS DE
LA SERIA NATURAL EN BASE 10

[13 )

1) Suma de los “n” primeros nimeros consecutivos
de la serie natural.

SC=1+2+3+...+(n—2)+(n—1)+n

=n(n +1)

S
¢ 2

2) Suma de los “n” primeros numeros impares con-
secutivos de la serie natural de los ntimeros.

Si=1+3+5+7+...+(2n-3)+2n-1)

Sj =n?
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3) Suma de los “n” primeros nuimeros pares consecu-
tivos de la serie natural de los numeros.

Sp=2+4+6+...+(2n—4)+(2n—2)+2n

SP =n(n+1)

OPERACIONES BASICAS SOBRE
NUMEROS REALES

SUMA O ADICION

1) LEY CONMUTATIVA

En una suma, el orden de los sumandos no altera
la suma total. Asi:

a+b+c=c+a+b=S
Ejemplo:
4+9+12=12+4+9=25

2) LEY ASOCIATIVA
En una suma de varios sumandos, dos o mas de
ellos pueden ser sustituidos por su suma parcial y
la suma total no se altera.
a+b+c=(@+b)+c=S
Ejemplo:
6+8+3+11=14+3+11=28
3) LEY DE UNIFORMIDAD

Si se suma miembro a miembro dos o mas igual-
dades, el resultado es otra igualdad.

a+c=m 5+43=8
b+d=n 6+9 =15
r+p =h 8+10=18

S=S 41 =41

4) LEY DE MONOTONIA

a) Si se suma miembro a miembro igualdades con de-
sigualdades del mismo sentido, el resutlado es
una desigualdad cuyo sentido es el mismo que el
de las desigualdades.

Ejemplo:
6=0
5=5
9>4
13>11
Resultado 33> 26

b) Si se suma miembro a miembro dos o mas desi-
gualdades del mismo sentido, el resutlado es otra
desigualdad del mismo sentido que las anteriores.

Ejemplo:
5<8
6<9
18 < 60
Resultado 29 > 77

RESTA O SUSTRACCION

Forma general:

M-S=D

Donde, los términos son:

M = minuendo
S = sustraendo

D = diferencia

VARIACIONES DE LOS TERMINOS DE LA
RESTA

1) Si al minuendo se le suma o se le resta un namero
cualquiera sin alterar el sustraendo, entonces la
diferencia queda aumentada o disminuida, respec-
tivamente, en dicha cantidad.

(M+n)-S=D=+n

2) Si al sustraendo se le suma o se le resta un ntumero
cualquiera, sin alterar el minuendo entonces la
diferencia queda disminuida o aumentada, respec-
tivamente, en dicha cantidad.

IM-(S +n)=D=n |

3) Si al minuendo y sustraendo se le suma o se le
resta un mismo numero, la diferencia no se altera.

|(Min)—(Sin)=D|
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COMPLEMENTO ARITMETICO “C.A.”
C.A. de un numero es otro numero equivalente a lo
que le falta al primero para ser igual a la unidad dec-
imal de orden inmediato superior.
Ejemplo:
C.A. de 0,03 es 0,07 porque 0,1 - 0,03 es 0,07
C.A. de 6 es 4 porque 10 - 6 es 4

C.A. de 367 es 633 porque 1 000 - 367 es 633

LA MULTIPLICACION
1) LEY CONMUTATIVA

El orden de los factores no altera el producto.

a.b=b.a=P

Ejemplo:
7.4=4.7=28
2) LEY DISTRIBUTIVA RESPECTO A LA SUMA

El producto de un factor por la suma indicada de
dos 0 mas sumandos es giual a la suma de los pro-
ductos del factor por cada sumando.

aln+m)=a.n+a.m="P

Ejemplo:
58+3)=5.8+5.3=55

3)LEY DISTRIBUTIVA RESPECTO A LA RESTA

El producto de un factor por una resta indicada es
igual a la diferencia del producto del factor por el
minuendo menos el producto del factor por el
sustraendo.

aln-m)=a.n-a.m="P
Ejemplo:
58-3)=5.8-5.3=25
4) LEY DE UNIFORMIDAD

Si se multiplica miembro a miembro dos igual-
dades, el resultado es otra igualdad.

1l
o'z O

a
m
a.m .n

5) LEY DE MONOTONIA

Si se multiplica miembro a miembro igualdades
con desigualdades del mismo sentido, el resulta-
do es otra desigualdad del mismo sentido que las

anteriores.

Ejemplo:
3=3
5>2
3>1

Multiplicando 45 > 6

Si se multiplica miembro a miembro desigual-
dades del mismo sentido, el resultado es otra
desigualdad del mismo sentido que las anteriores.

Ejemplo:
3<5
8<9
2<7
Multiplicando 48 < 315

PROPIEDAD FUNDAMENTAL DEL NUMERO
ENTERO

10 < N < 10"

N = numero entero

n = numero de cifras del numero

LA DIVISION

Es una operacion que consiste en hallar un factor lla-
mado cociente, el cual indica el numero de veces que
un factor, llamado divisor, esta contenido en otro lla-
mado dividendo.

D
D=d.q & = =
q 1 q

Donde: D = dividendo
d = divisor
q = cociente
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Ademads, cuando la division es inexacta tiene un ~ALTERACIONES DE LOS TERMINOS DE UNA

residuo. DIVISION
a) Division inexacta por defecto: 1) Alteracion del dividendo.-
D=d.q+r En una division exacta, si al dividendo se le mul-
Donde: tiplica o se le divide por un numero cualquiera,
sin alterar el divisor, entonces el cociente queda
R=0, r<d

multiplicado o dividido, respectivamente, por el

. mismo numero.
b) Division inexacta por exceso:

Casos:
D=d(q+1 -7
Donde: ) D D.n
a) == ; =q.n
r=0,0<r<d d 4 d 4
1) LEY DE UNIFORMIDAD b) R =q . D+n =q+n
d ’ d

Si se divide miembro a miembro dos igualdades,

el resultado es otra igualdad,; si las divisiones son 2) Alteracién del divisor.-

exactas.
En una division exacta, si al divisor se le multi-
A=By C=D plica o se le divide por un ntumero cualquiera, sin
alterar el dividendo, entonces el cociente queda
Luego: A _B dividido o multiplicado respectivamente, por
c D dicho numero.
2) LEY DE MONOTONIA Casos:

Si ambos miembros de una desigualdad son divi- D
didos por un mismo ntmero que sea divisor de a) a1 q ; =q+n
ambos, se obtiene otra desigualdad cuyo sentido
es el mismo que la desigualdad dada.

D q ; b . q.n
o A B d q+n
A > B; “d” divisor de ambos = T > x4
3 ) Alteracion del dividendo y divisor.-
3) LEY DISTRIBUTIVA RESPECTO DE LA
SUMA En una division exacta, si al dividendo y al divi-
sor se les multiplica o divide simultaneamente
El cociente de una suma indicada dividida por un por un mismo numero, el cociente no varia.
divisor es igual a la suma de los sumandos dividi-
dos cada uno por el divisor comun. Casos:
D D.
atbre+m_a b c . m_, D2-q D _q
d d d d d d q.n
4) LEY DISTRIBUTIVA RESPECTO A LA RESTA nl2oq D:n_,
d qg=+n

El cociente de una resta indicada dividida por un

divisor comun es igual a la resta de los cocientes En una division inexacta, si al dividendo y al divi-
resultantes. sor se les multiplica o se les divide por el mismo
numero, el cociente no se altera, pero el residuo
b e L .
-—=q queda multiplicado o dividido respectivamente,
d por el mismo numero.

a-b

a
d d
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a)2=q+r ; D'n=q+r.n
d d.n
D D+n

b) ==q+r1r ; =q+r+n
d d+n

PROPIEDADES DEL RESTO O RESIDUO
1° El resto siempre es menor que el dividendo
r<d

2° El resto siempre debe ser menor que la mitad del
dividendo:

3° El resto maximo siempre serd igual al divisor
menos uno:

4° La suma de los valores absolutos de los restos por
defecto y por exceso siempre es igual al divisor.

lr]l+|r|=d

RELACIONES NOTABLES DE LAS CUATRO
OPERACIONES

1) Dadas la suma “S” y la diferencia “D” de dos
numeros “a” y “b”, donde a > b:

2) Dados la suma “S” y el cociente “q” de dos
numeros “a” y “b”, donde a > b:

q.S bo_S
q+1

738 1)

3) Dados la suma “S”, el cociente “q” y el residuo “r
de dos numeros “a” y “b” (a > b).

S-r
q+1

a2 QT b=
q+1

4) Dados la diferencia “D” y el cociente “q” de dos
numeros “a” y “b”, donde a > b.

5) Dados la diferencia “D”, el cociente “q” y el resid-
uo “r” de dos numeros “a” y “b”, donde a > b.

D.q-r D-r
q-1 q-1

a

6) Dados el producto “P” y el cociente “q” de dos
numeros “a” y “b”, donde a > b

a=\P.q b='\/%

PROPIEDADES DE LOS NUMEROS

DIVISIBILIDAD (en Z)

Un numero “A” es divisible por otro ntumero “B”
solamente si el cociente de dividir “A” por “B” es un

W

numero entero “n”.
A
—=n = A=n.B <& ne /
B

DIVISOR

Es un ntimero que estd contenido en otro un nimero
exacto (entero) de veces.

Ejemplo:
{-8;-4;-2;-1; 1; 2; 4; 8}
son todos los divisores de 8.

MULTIPLO

Multiplo de un numero es aquel numero que con-
tiene al primero un nimero (entero) exacto de veces.

Se denota:
A=m.B

0, también asi:

Ejemplos:
{-16; -8; 8; 16; 24 }

son algunos multiplos de 8.
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PROPIEDADES DE LA DIVISIBILIDAD

1° Si un numero “n” divide a varios otros numeros,
divide también a la suma o a la diferencia de
dichos numeros.

A . B

(3]

2° Si un numero “n” no divide exactamente a otros
dos (A y B), dividira exactamente a la diferencia
de ellos (A - B) si y solamente si los residuos (r,
y 1,) que resultan de dividir cada nimero entre el

numero “n” son iguales.

A=n.qr,

B=nq2+1‘2

Restando: A - B =n(q, - q,) + (r,-1,)
<r-1,=0 =r =1,

3° Si un numero “n” divide exactamente a otro
numero “A”, también divide a todo multiplo de
éste.

A
Si: — =
i - q,

m.A

n

=

:q2

4° Si un numero “A” es divisible por otro “n” lo es
también por los factores de éste.

A
Sl.?—q

donde:n=n,.n,.n,
5° En una division inexacta, si un numero “n” divide
al dividendo “A” y al divisor “d”, también divide

73 1)

al residuo “r”.

A
Sea: —=q+r1
d q

Si: A
n

5|~

=q y =4,

I
Entonces : =%

REGLAS PRACTICAS DE DIVISIBILIDAD

Se dice que un numero es divisible:
Por 2, cuando termina en cero o en cifra par.

Por 4, cuando sus dos ultimas cifras son ceros o
multiplos de 4.

Por 8, cuando sus tres ultimas cifras son ceros o
multiplos de 8.

Por 5, cuando su ultima cifra es cero o cinco.

Por 25, cuando sus dos ultimas cifras son ceros o
un numero multiplo de 25.

Por 125, cuando sus tres ultimas cifras son ceros
o multiplos de 125.

Por 2™ o 5", cuando las “n” ultimas cifras son
ceros 0 un numero multiplo de 2" o 5™.

Por 3, cuando la suma de sus cifras significativas
es 3 o multiplo de 3.

Por 9, cuando la suma de sus cifras significativas
es 9 o multiplo de 9.

Por 11, cuando la suma de las cifras que ocupan
lugar impar menos la suma de las cifras que ocu-
pan lugar par es: 0, 11 o multiplo de 11.

Ejemplo: 538 527 es m11

Lugar par:  5+8+2=15

Lugar impar: 3+5+7 =15
=15-15=0

Por 6, cuando los es simultdneamente por 2 y
por 3.

Por 22, cuando lo es simultdneamente por 2 y
por 11.

Por 7, lo es cuando se verifica el siguiente pro-
cedimiento: “Se separa la ultima cifra significati-
va de la derecha, esta cifra se duplica y se resta al
numero que queda a la izquierda, con el resulta-
do se hace lo mismo sucesivamente hasta llegar a
un numero pequenio tal, que a simple vista se
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puede ver si es o no multiplo de 7; si lo es, el
numero es divisible entre 7.

Ejemplos:
i) 63 743 no es m7.

6374-2.3=02368
636 -2.8=620
6-2.2=2

NO es m7, porque: 2 = m7

i) 25 795
2579-2.5=2569
256 -2 .9 =238
23-2.8=7

SI es m7, porque: 7 = m7

Por 12, cuando lo es simultdneamente por 3 y
por 4.

Por 14, cuando lo es simultaneamente por 2 y
por 7.

Por 15,cuando lo es simultaneamente por 3 y
por 5.

Por 16, cuando las 4 ultimas cifra son ceros o el
numero formado por esta 4 ultimas cifras es
multiplo de 16. Corresponde al caso de 2", cuan-
don =4

Por 17, cuando la diferencia entre sus decenas y
el quintuple de sus unidades es 17 o m17.

Ejemplo: 2 975

207 -5.5=272
27-5.2=17
2975 =ml7

Por 19, cuando la suma de sus decenas con el
doble de sus unidades es 19 o m19.

Ejemplos:
i) 4 835 no es m19.
483 +2.5=493
49 +2.3=55=MI19

ii) 12 635
1263+2.5=1273

127 +2 .3 =133

13+2.3=19=ml9

NUMEROS CONGRUENTES
Dos numeros son congruentes respecto de otro
numero “p”, llamado modulo, si al dividir por este
modulo originan el mismo resto.
Sedenota: A=p.a+r
B=p.b+r
En general: A =B (mod. P)

Ejemplo:

Verificar que los nidmeros 50 y 32 son congru-
entes con el médulo 6.

50

—=8+2
6

£=5+2
6

Notar que la condicion necesaria y suficiente para
que dos numeros sean congruentes respecto a un
modulo, es que su diferencia sea multipo del
modulo.

A=B(mod.p) = A-B=p
Asi, del ejemplo anterior:
50-32=18 A 18 =mb6

. 50 =32 (mod. 2)

NUMEROS PRIMOS (en N)
CLASIFICACION

1. Primos absolutos o simplemente primos.-

Son aquellos ntimeros primos que sélo son divisi-
bles entre la unidad y entre si mismos.
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Ejemplos:
i)l
i) 3
iii) 17
iv) 59
2. Primos relativos.-

Son dos 0 mads numeros que simultineamente
solo son divisibles entre la unidad, aunque inde-
pendientemente pueden ser divisibles por otro
numero diferente de 1.

Ejemplo:
5;9; 14;

son primos relativos porque no son divisibles
entre si, aun cuando el 9 y el 14 son divisibles por
otros numeros y el 5 es primo absoluto.

NUMERO COMPUESTO

Es todo nimero no primo, resultado de multiplicar
dos o mas numeros primos absolutos o las potencias
de estos.

Ejemplos:
i)32=2°
i) 180 =2%.32.5
i) 12=22.3
iv)33=3.11
CRIBA DE ERATOSTENES

Es una tabla denominada también “Tabla de los
Numeros Primos Absolutos” y permite obtener los
primeros numeros primos.

REGLAS PARA SU CONSTRUCCION

1° Se escribe todos los niumeros en N desde el 1 hasta
el limite pedido.

2° Se tacha los multiplos de 2, partiendo de 4.

3° El siguiente numero no tachado es el 3; en conse-
cuencia, se tacha los multiplos de 3 , partiendo de 9.

4° Dado que el siguiente nimero no tachado es el 5,
se tacha los multiplos de 5, partiendo de 25.

5° Asi sucesivamente, hasta concluir. Los numeros

que quedan son los primeros numeros primos
absolutos.

Ejemplo:

Hallar los nimeros primos en el rango de los 100
primeros nuimeros naturales.

@ 8 9 10
19) 20
29) 30

39 40

26 27 28

36 (37) 38
46 (47) 48
56 (57) 58
66 (67) 68

76 77 78

GD32 33 34 35
4D 42 33) 44 45
51 52 (53) 54 55

61) 62 63 64 65

@ @ % 75

81 82 (83) 84 85

49 50

(59) 60

69 70

79) 80
(89) 90

86 87 88

96 (97) 98

91 92 93 94 95

En conclusion:

{1,2,3,5,7,11,13,17,19, 23,29, 31, 37, 41, 43,
47, 53, 57,59, 61, 67, 71, 73, 79, 83, 89, 97}

es el conjunto de los nimeros primos en el rango
del 1 al 100.

FORMULAS GENERALES

Todo numero compuesto, como se menciono, pue-
de ser expresado como el producto de 1 por dos o
mads factores primos y se pondra calcular algunos
elementos asociados cuyas formulas se indica a con-
tinuacion.

Sea N nimero un nimero compuesto:

N=a*.bP.cr.....w®
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Donde:
a, b, c, ..., w = factores primos de N

, @ = exponentes de los factores primos
de N

o, B, ...

NUMERO DE DIVISORES
Dn=(@+D@E+DF+D ... (w+1)
n: numero de divisores de N
Ejemplo:
N=12=22.3!
n=QR+1)(1+1)=6
{1,2,3,4,6, 12}
SUMA DE DIVISORES

aa+1_l . bﬁ+1_1 .Cy+1_1
a-1 b-1 c-1

W(»+1 -1

2) S=
) w-1

S: suma de los divisores de N

SUMA DE INVERSAS DE DIVISORES
3) S, =—
' N

S, suma de la inversa de los divisores de N.

SUMA DE POTENCIAS DE LOS DIVISORES

aq(a+l) _ 1 bq(ﬁ+l) _ 1 Wq((u+1) _ 1

5= b-1

q a-1

w-1

Sq: suma de las potencias “q” de los divisores de N

PRODUCTO DE DIVISORES
5) P =7VN"

P: producto de los divisores de N

MAXIMO COMUN DIVISOR (M.C.D)

Maximo comun divisor de dos numeros es el mayor
divisor comun de ellos.

Ejemplo:
Hallar el MCD de los ntimeros 36, 48 y 72

36 |2 36-22.3
18 2 sus faCtOreS son:
13 124
313 3612
1 9,18, 36
48 | 2 48=2%.3
% | 2
sus faCtOreS son:
12 |2
6 |2 1,248, 16,
3 |3 3,612 24 48
1
72 12 7223
36 | 2
sus faCtOreS son:
18 |2
o |3 1,248,
3 (3 3612 24
1 9,18, 36, 72

Los “divisores comunes” a los nimeros 36, 48 y
72son: 1,.,2 .3 ,4,6y 12, pero el mayor de ellos
es 12, éste es el MCD.

PROPIEDADES DEL M.C.D.

1) E1 MCD de los ntmeros primos es la unidad.

2) E1 MCD de dos o mds ntumeros primos entre si es
la unidad.

3) De dos numeros diferentes, estando uno con-
tenido en el otro, MCD de ellos es el menor.

4) Si se divide dos nuumeros entre su MCD los cocien-
tes que resultan son numeros primos relativos.

MINIMO COMUN MULTIPLO (m.c.m.)

Minimo comun multiplo de dos 0 mas ntimeros es el
menor multiplo comun que contenga exactamente a
los numeros dados.

REGLA PARA HALLAR EL m.c.m. DE DOS O
MAS NUMEROS

Se descompone los numeros dados en sus factores
primos; el m.c.m. de los numeros es igual al produc-
to de los factores primos comunes y no comunes con
sus mayores exponentes.
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Ejemplo:
Hallar el mcm de 180; 528; 936.

180 | 2 528 | 2
90 2 264 | 2
45 3 132 | 2
15 3 66 2

5 5 33 3
11 11
1

180=22. (3).(5)

936
468
234
117
39
13 |13

1

936=23.32.@

. m.c.m. (180; 528; 936) =

528=(27) .3 (1)

W W NN

2%.32.5.11.13 =102 960

PROPIEDADES

1° El mem de dos o mas numeros primos absolutos
es igual al producto de ellos.

2° El mem de dos ntimeros primos entre si es el pro-
ducto de ellos.

3° El cm de dos numeros, de los cuales uno contiene
al otro es el mayor de ellos.

4° Si dos 0 mas nimeros son multiplicados o dividi-
dos por otro, el mem queda multiplicado o divi-
dido, respectivamente, por dicho numero.

5° Si se divide el mem de varios ntmeros entre cada
uno de ellos, los cocientes resultantes son primos
entre si.

6° El producto de dos ntineros enteros es igual al pro-
ducto de MCD por el mem.

A.B
MCD

m.c.m. =

A .B = (mcm) (MCD)

NUMEROS RACIONALES (Fracciones)

A. FRACCIONES ORDINARIAS

Numero fraccionario o quebrado es aquel niamero
que estd constituido por una o mas partes de la
unidad.

NOTACION

Una fraccion se denota por:

a
b
donde:
a es el numerador
b es el denominador
CLASIFICACION

1) Fracciones propias.-
Son aquellas cuyo numerador es menor que el
denominador.

. 5
E lo: =
jemplo 9

2) Fracciones impropias.-
Son aquellas cuyo numerador es mayor que el
denominador. Las fracciones impropias son las
que dan origen a los nimeros mixtos.

Ejemplo: % =2 % (nimero mixto)

3) Fracciones homogéneas.-
Dos o mas fracciones son homogéneas cuando
tienen el mismo denominador.

. 8 5 2
Ejemplo: — , =— , ==
9 9 9
4) Fracciones heterogéneas.-
Dos o mas fracciones son heterogéneas cuando
tienen distintos denominadores.

. 4 2 6
Ejemplo: — , =— , —
Jemp 7 5 11
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5) Fracciones equivalentes.-
Una fraccion es equivalente a otra fraccion si
la segunda resulta de multiplicar o dividir al
numerador y al denominador de la primera
por un mismo numero.

a.K a/K
< >
b.K b/K

a
Ejemplo: — < >
jemp b

6) Fraccion irreductible.-
Cuando el numerador y denominador son pri-
mos entre si (primos relativos).

. 3
E lo: =
jemplo =

7) Fracciones iguales a la unidad.-
Cuando tienen numerador y denominador

iguales.
: 3 5 6 n
Ejemplo: —=—=—=...=—=1
Jemp 3 5 6 n
PROPIEDADES

1° Si el numerador y el denominador son multiplica-
dos o divididos por un mismo numero, el quebra-
do no varia.

5 5.4
Ejemplo: — = =
Jemp 9 9.4

2° De varias fracciones homogéneas, es mayor la que
tiene mayor numerador.

Ejemplo: 3 , 12 , 6

17 17 17

12 6 3
_— > — >
17 17 17
3° De varias fracciones heterogéneas que tienen el
mismo numerador, es mayor la que tiene menor
denominador.

. 7 7 7
Ejemplo: — , — |, —
Jemp 15 31 6

7 7 7
6 15 31

4° El mem de dos o mds fracciones irreductibles es
igual al mem de los numeradores dividido entre
el MCD de los denominadores.

Sean las fracciones 2 , n , < , irreductibles:
b m d
mcm (a, n, ¢)
m.c.m. =
MCD (b, m, d)

5° El MCD de dos o mads fracciones irreductibles es
igual al MCD de los numeradores dividido entre
el m.c.m. de los denominadores.

Sean las fracciones 2 , n , < , irreductibles:
b " m d
MCD (a, n, ¢)

MCD =

mcm (b, m, d)

FRACCIONES DECIMALES

Una fraccion es decimal si su denominador es 10 o
multiplo de 10.

Las fracciones decimales pueden ser:
CLASIFICACION

a) Fraccion decimal limitada.-
Son las que presentan un ndmero limitado de
cifras. A su vez, éstas puede ser:

e Fraccion decimal exacta (fde).
Ejemplos:

0,362

0,125

e Fraccion decimal periodica pura (fdpp).
Ejemplo: 0,31 31 ... = 0,31

e Fraccion decimal periodica mixta (fdpm).
Ejemplo: 0,25 37 37 ... = 0,25 37

b) Fraccion decimal ilimitada.-
Son las fracciones decimales que presentan un
numero indefinido de cifras y pueden ser:

e Numeros irracionales:
Ejemplo: V3 = 1,7320506 ..
* Numeros trascendentes

Ejemplos: m =3, 14159265 ...
e=2,71828183 ...
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TRANSFORMACION DE FRACCIONES
1) Generatriz de una fraccién decimal exacta.

Sea: 0,a,a,a, ... a una fde.

17273

Su Generatriz es:

a,a,a,...a
g =
10"

Ejemplos:
10,183 183 183

10° 1000
i) 325 2220 _ 325

10> 100

2) Generatriz de una fraccién decimal periédi-
ca pura.

Sea:
0,b,b,b, ... b b b, b, ... b una fdpp.
Su generatiz es:
b,b,b, ... b,
T
Ejemplo: 0,3131...
Su generatriz: g = 31 = 31
102-1 99

3) Generatiz de una fraccién decimal periédica
mixta.

Sea:

0,2,a,a, ...

a b, b,...b b b, . unafdpm

Su generatriz correspondiente es:

(@aa,...a bb,...b)-(aa,..a)

10m(10" - 1)

Ejemplos:
3615-36 3579
10%(10%-1) 9900

i) 0,361515 ... =

261-2 259
101(10%-1) 990

ii) 0,26161 ... =
POTENCIA Y RADICACION DE
CUADRADOS Y CUBOS

CUADRADO Y RAIZ CUADRADA

CUADRADO

Se denomina cuadrado o segunda potencia de un
numero, al producto que resulta de multiplicar dicho
numero por si mismo.

OPERACIONES MAS IMPORTANTES
1)a.a=a’
2) a’ + 3a’? = 4a*

3) (an)Z - a2n

5)(a.b’.c?)2=a%.b>2. c2-2=a?.b%.c*

6) ( an >2= aZn
bm me

7) (a.10m?=a%. 10"

CUADRADO PERFECTO

Un numero es un cuadrado perfecto cuando al
descomponerlo en el producto de sus factores pri-
mos, éstos presentan exponentes multiplos de 2.

n= az . b3 . c3 . d3 ; (2 = multiplo de 2)
Ejemplo: 324 = 22 . 3*

RAiZ CUADRADA

Raiz cuadrada de un numero, es otro numero que,
elevado al cuadrado, reproduce el ntumero original.

\/§=q = q*=N

La raiz cuadrada puede ser exacta o inexacta
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Exacta: \/§= q

Inexacta: \/§= q+r

RAiZ CUADRADA CON APROXIMACION EN
MENOS DE UNA FRACCION

N = numero a extraer su raiz cuadrada

A = raiz cuadrada con aproximacion de una frac-
cion

a .. . ..
? = fraccion de aproximacion
Ejemplo:

Hallar V196 con una aproximacion menor que %

2 2 2
A= 4l (L) 106=3 4| G
7 \\3 7 3

492, 2° 3.49.2 _
3 7.3

14

3
7

CUBO Y RAiZ CUBICA
CUBO

Se denomina cubo o tercera potencia de un numero,
al producto que resulta de multiplicar dicho ntmero
3 veces como factor.

OPERACIONES MAS IMPORTANTES

Da.a.a=a°

2) (an)B - a}n

4) (a™ . b™ . cP)3 =ad  b3m I

5) £ 3= a3n
bn b3n

6) (a.10")3 =2a3. 10"

7 (2 3= a’
10" 10%

RAizZ CUBICA

Es aquel numero que, elevado al cubo, reproduce el
numero original.

i/§= q = ¢=N
La raiz cibica puede ser exacta e inexacta:
Exacta: = %/Ez q
Inexacta: = W: q+r

RA{Z CUBICA CON APROXIMACION MENOR
QUE UNA FRACCION

IR

N = numero a extraer a su raiz cubica

A = raiz cubica con aproximacion

a . o
5 fraccion de aproximacion
Ejemplo:

3
Hallar V27 000 con aproximacion de %

3 3
A=L4]22.33100=L 4] 2161032010 _3¢
2 2 2

SISTEMAS DE MEDIDAS

SISTEMAS TRADICIONALES

SISTEMA METRICO

La definicion moderna de 1 metro equivale a 1 650
736, 73 veces la longitud de onda de la luz anaranja-
da emitida por los dtomos de un isotopo puro de
cripton (cripton 86) bajo una descarga eléctrica.
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MEDIDAS AGRARIAS

1 area =100m?
Hectdrea =10 000m? = 100 dreas
Centidrea = Im?

MEDIDAS DE VOLUMEN

1 metro cubico =1m?
1 decimetro cubico = 0,001 m?
1 centimetro cibico = 0,000001 m?

1 milimetro cubico = 0,000000001 m?

MEDIDAS DE CAPACIDAD

1 Mirialitro =ML =10000L

1 kilolitro =kL = 1000L

1 Decalitro =DL = 10L

1 Litro =Lt = 1L = 1 decimetro
cubico

1 decilitro =dL = 0,1L

1 centilitro =cL = 0,01 L

1 militro =mL = 0,001 L

MEDIDAS DE PESO

1 tonelada métrica = 1 000 kilos
1 quintal métrico = 100 kilos
SISTEMA ESPANOL

LONGITUD
1 legua = 6 666 2/3 varas =4 827 m

1 vara = 2,76 pies = 0,84 m

1 pie = 12 pulgadas = 30,48 cm
1 pulgada = 2,54 cm
SUPERFICIE

1 vara cuadrada = 0,7 m?

AGRARIA

1 fanegada = 28 978 m? = 3Ha

1 fanegada: es el area de terreno equivalente a 144
varas de ancho y 288 varas de largo.

VOLUMEN

1 vara cubica = 0,59 m®

PESO

1 tonelada = 20 quintales =920 kg

1 quintal = 4 arrobas =46 kg

1larroba = 25 libras =114 kg

1 libra = 16 onzas = 0,454 kg

1 onza = 8dracmas =2838¢g

1 dracma = 2 adarmes =25¢g

ladarme = 3 tomines =125g¢g
SISTEMA INGLES

LONGITUD

1 yarda =3 pies =0,914 m

1 pie =12 pulgadas =30,48 cm

1 pulgada =254 cm

LONGITUD: Itinerarias

1 milla marina =1 852 m

1 milla terrestre = 1 609 m

SUPERFICIE

1 yarda cuadrada = 0,836 m?

1 pie cuadrado = 0,093 m?

1 pulgada cuadrada = 0,000645 m?

AGRARIA

1 acre = 43 560 pies cuadrados = 4 047 m?
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VOLUMEN

1 yarda cubica =0,7646 m>
1 pie cubico =0,02832 m’
1 pulgada cibica = 0,000016 m?

CAPACIDAD
1 galon imperial = 4,546 L
(1 galon US.A. =3,785 L)

PESO

Se utiliza tres sistemas:

Avoirdupois (mas utilizado)
Troy (usado para metales nobles)

Apothecables (usado en farmacias)

SISTEMA AVOIRDUPOIS (avdp)

1 tonelada larga =2 240,01b =1 016,05 = kg

1 tonelada corta =2 000,0 b =907,18 = kg
1 quintal = 100,0 Ib = 45,36 = kg

1 libra = 16,0 Onz. = 45359 =g

1 onza = 16,0 dracmas = 2835 =¢

1 dracma = 27,3 granos = 1,77 =g

DENSIDAD DE ALGUNOS CUERPOS g/cm?

agua destilada = 1

agua de mar =1,03
aire =0,00129
hielo =092
hierro =78
leche =1,03
petréleo =0,8

RELACIONES ENTRE LONGITUD Y

TIEMPO
Tiempo Arco
1 dia = 360°
1 hora = 15°
1l minuto = 15
1segundo = 15”7

DIMENSIONES GEOGRAFICAS

Longitud: Distancia medida en arco sobre un cir-
culo maximo de la tierra (el Ecuador) al meridi-
ano de Greenwich.

Latitud: Distancia, medida en arco sobre un
meridiano de cualquier punto al Ecuador.

Longitud y Latitud del punto P:

Longitud Merdiano de Greenwich
recorrida (0° longitud)
Latitud Ecuador
recorrida (0° latitud)

Meridiano

Paralelo

SISTEMA INTERNACIONAL (SI)

Estd basada en el sistema métrico.
UNIDADES DE BASE

Son 7 unidades de base, establecidas arbitrariamente
y consideradas independientemente porque no
guardan relacion entre si:
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UNIDAD DE MEDIDA
MAGNITUDES
FISICAS NOMBRE | SIMBOLO
Longitud metro m
Masa kilogramo kg
Tiempo segundo s
Intensidad de ampere A
corriente eléctrica
Temperatura kelvin K
termodinamica
Intensidad luminosa | candela cd
Cantidad de materia mol mol

UNIDADES SUPLEMENTARIAS

UNIDAD DE MEDIDA

MAGNITUD FISICA

NOMBRE  [SIMBOLO
Angulo plano radian rad
Angulo sélido estereoradian ST

RAZONES Y PROPORCIONES
RAZONES

Se llama “razon” a la comparacion de dos cantidades.
Esta comparacion puede hacerse mediante una
DIFERENCIA, en tal caso se llama “razon aritméti-
ca”, o mediante una DIVISION, en tal caso se llama
“razon geométrica”.

Razon Aritmética (R A)
a-b=d

Razon Geométrica (R G)

2 _K
b

donde:
a: antecedente

b: consecuente

PROPIEDADES Y LEYES

Con la R A es una diferenciay la R G es una division,
éstas cumple con las mismas propiedades de la resta
y division, respectivamente.

PROPORCIONES

Se llama “proporcion” a la igualdad de dos razones,
siendo la caracteristica principal que estas razones
son iguales. Las proporciones pueden ser Aritméticas
y Geomeétricas.

PROPORCION ARITMETICA
SeanlasRA: a-b=k
c-d=k
PA:a-b=c-d
o, también:a.b:c.d

Se lee: “aesab, comocesad”

PROPORCION GEOMETRICA

Sean las RG
2 _k
b
£k
d
PG 2A-C
b d

o,también:a:b::c:d
Se lee: “aesab, comocesad”

CLASES DE PROPORCIONES SEGUN SUS
TERMINOS

1) Proporcion discreta.-

Una proporcion Aritmética o Geométrica es disc-
reta si sus términos son diferentes:

Sean:

a-b=c-d v 2=5
b

d

= a=zb=zc=d
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En este caso, cualquiera de los términos se llama
“Tercera Proporcional”. PROMEDIOS

Se denomina promedio, o cantidad media, a

2) Proporcion continua.- . ; )
una cantidad tal que: de varias cantidades, el

Una proporcién Aritmética o Geométrica es con- promedio es mayor que la inferior pero menor
tinua sis sus términos medios, 0 sus términos que la superior. Puede ser Aritmética, Geomé-
extremos son iguales asf: Y rionica.
Sean: .
MEDIDA ARITMETICA:
a ¢
a-b=c-d v —=—
b d a,+a,+a;+ ... +a,
M = a, <M <a
a n 1 a n

=b=cva=d
MEDIDA GEOMETRICA:
En este caso cualquiera de los términos diferentes
se llama “Tercera Proporcional” y al término que Mg = \/a1 .a,.2;.....2 a,<M,<a,
se repite se le llama:

MEDIDA ARMONICA:
“media diferencial” si es P A
“media proporcional” si es P G M, = =
L+1—+—+ +L a, <M, <a,
, a, a, a a,
TERMINOS NOTABLES

MEDIA DIFERENCIAL (m d) Ademas, se cumple que:

Seala P A continua:a-b=b-d M, > M, MZ=Ma'Mh
bt d y, el producto de dos cantidades es igual al
T producto de su media aritmética por su media
armonica.
MEDIA PROPORCIONAL
(mp) a.b=Ma. M,
Seala P G continua: 2- = b
PROPIEDADES DE LAS PROPORCIONES
— GEOMETRICAS
b=Va.d
MEDIA ARMONICA (m h) Si: & = £ se cumple las siguientes propiedades:
m b d
Sean los numeros a y b; con inversas:
azxb a b a+b c+d
1 1 cxd ¢ d a-b c-d
a b
1 a+c b+d a\" [c\"
m, = = Ll s=
1.1 a-c b-d b d
a b
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a-c_a _c Mla _ e
b-d b d b d

Si: & = & =& _ Kk, se verifica las siguientes
b propiedades.
a+cre a.c.e ys
b+d+f b.d.f

MAGNITUDES PROPORCIONALES

Magnitudes proporcionales son aquellas que guardan
alguna relacion matemdtica entre si. Pueden ser
directa e inversamente proporcionales.

Magnitudes directamente proporcionales.-

Se dice que dos magnitudes “A” y “B” son directa-
mente proporcionales, cuando los cocientes de cada
par de sus valores son iguales:

A=f{a,a,a,..,a}

B={b,,b, b, ....,b}

Magnitudes inversas proporcionales.-

Se dice que dos magnitudes “A” y “B” son inversa-
mente proporcionales, cuando los productos de cada
par de sus valores son iguales.

A={a,a,a, .. a}

B={b,b, b, ...,b}

n

a, .b,=a .b,=a,.b,=...=a

1- D=3, -0, =35 D5 n - Pn
REGLA DE TRES

REGLA DE TRES SIMPLE

Se emplea para calcular un cuarto valor cuando otros
tres son conocidos. La regla de tres simple puede ser:
directa e inversa.

. a ¢
a) Directa; — = — = X =
b x a

b) Inversa:a.b=c.x = Xx-=

REGLA DEL TANTO POR CIENTO

La regla del tanto por ciento es un caso particular de
la regla de tres simple directa.

Ejemplo:
Calcular el 8% de 98.

A mayor tasa, mayor interés. Son directamente
proporcionales, luego:

8 _x
100 98
~8.98
100

REGLA DE TRES COMPUESTA

Una regla de tres compuesta estd formada por una o
mas reglas de tres simple, que pueden ser todas
directamente proporcionales o todas inversamente
proporcionales o de proporcion mixta.

Ejemplo:

5 hombres en 8 dias fabrican 600 m de tela.

13 hombres en x dias fabrican 1 300 m de tela.

~5.13.1300
8. 600

= X = 17,6 dias = 18 dias
ARITMETICA MERCANTIL

INTERES SIMPLE

INTERES O REDITO

Se denomina Interés o Rédito a la ganancia que pro-
duce una cantidad llamada Capital, prestada por un
tiempo determinado y segiin una tasa fijada.

Hay dos clases de intereses: Simple y Compuesto. El
Interés Compuesto se estudia en Algebra.

FORMULAS BASICAS

I=C.l.t C=100.1

100 i.t
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M=C+1

I = Interés o rédito ganado.

C = Capital impuesto a un interés.

i = Tasa de interés (porcentaje que gana el ca-
pital).

t = Tiempo que demora el préstamo.

Si el tiempo es en anos, se usa 100; si el tiempo
estd en meses, se usa 1 200; si el tiempo estd en
dias, se usa 36 000.

M = Monto final que equivale a la suma del capi-
tal mas el interes.

FORMULAS PARA CALCULAR EL MONTO EN
FUNCION DEL CAPITAL

C(100 +1i. 1) C(1200+i+1t)
M= ——— M=z ————  *©
100 1200

t en anos t en meses

C(36 000 +i . 1)
36000

t en dias

DESCUENTO

Es la disminuicion que se hace a una cantidad indi-
cada en un documento comercial para hacer efectivo
su cobro antes de la fecha fijada para su vencimien-
to. El documento comercial, segin su naturaleza se

denomina:
Letra de cambio, Pagaré, Cheque bancario.
Hay dos clases de descuento:

Comercial y Racional.

DESCUENTO COMERCIAL

Es el interés simple, Dc, que produce el “Valor
Nominal”, Vn (que es aquel escrito en el docu-
mento) de una letra desde el dia en que se hace el
descuento hasta el dia del vencimiento; a este
descuento se le conoce también como descuento
interno.

Dc=Vn.l.t Dc=Vn.1.t
100 1200
t en afnos t en meses
Vn .i.t
C=—
36 000
t en dias

Ademads se define el nuevo valor a cobrar como:
Va =Vn - Dc
Va = Valor actual

0 Vn
| & |
| N’
Va Dc

valor actual en funcion del valor nominal

Vn(100-i. 1)
100

Va

vn(l200-i.1)
="
1200

Vn(36 000 - i. t)
1= ———
36 000

DESCUENTO RACIONAL

Es el interés simple producido por el Valor
Actual” de una letra, desde el dia en que se hace
el descuento hasta el dia de su vencimiento.

Va.i.t Va.i.t
Dr = Dr =
100 1 200
Dr=Va.1.t
36 000

De este modo:

Vn = Va + Dr
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VALOR ACTUAL EN FUNCION DEL VALOR
NOMINAL

Va=100.Vn V211:1200.\/1&
100 +i. ¢t 1200 +i.t

Va = 36 000 . Vn

36000 +i.t

COMPARACION DEL DESCUENTO COMERCIAL
CON EL DESCUENTO RACIONAL

Solo por fines comparativos, establezcamos

Vn.i.t Vn .i.t
_ Dr=——
1200 +1.t

Vn.i.t

Dr=—
36000 +1i .t

Lo que cual, nos permite deducir que:

Dc > Dr

_ Dc . Dr
Dc - Dr

Vn

VENCIMIENTO COMUN

Es una operacion comercial que consiste en realizar
una pago unico de dos o mads letras de cambio que
tienen diferentes vencimientos; la fecha en que se
realiza el pago tnico se denomina vencimiento
comun.

Vit oWVpolyd oo Vol
n n

1 1° "2

=

Vi+V,+ ... +V,

t = Numero de dias o plazo de vencimiento de la
letra tnica.

L, t

b b, ... .t = Plazo de vencimiento de cada una

de las otras letras.

V.,V

I, V, = Valores nominales de las otras

letras.

2 e

DESCUENTOS SUCESIVOS

Todo los descuentos sucesivos aplicables, pueden ser
consolidados en un descuento unico “D.U.”:

D,.D,
100

D.U.=|D, +D,- %

D, = primer descuento
D, = segundo descuento
Ejemplo:

Un comprador logra un primer descuento de 25%
y un descuento adicional, sobre el nuevo monto,
del 10%. Se pregunta ; Cual es el descuento final
(tinico) que obtiene?

Solucion:

Aplicando la formula:

25.10
100

DU.=|25+10-

DU.=35-25=325
Luego: D.U. =32,5%

Como podra observarse el descuento tnico NO
es el 35 % (25 + 10).

AUMENTOS SUCESIVOS

Porcentajes de aumento a las nuevas cantidades,
resultan en un Aumento Unico “A.U.™:
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Ejemplo:
Un capital aumenta en dos porcentajes sucesivos
de 18 % y 12 %. ;Cudl es el porcentaje de aumen-
to unico?
Solucion:
Dado que el 12% se aplica sobre el nuevo monto,
la respuesta No Es 40% (18 + 12):
AU.=|18+12+18.12
100

AU. =30+ 2,16 =32,16

Luego: A.U. =32,16 %

REGLAS DE FALSA SUPOSICION

Consiste en un supuesto que se hace del valor
numérico de la respuesta a un problema.
Puede ser SIMPLE o DOBLE.

1) Simple.-

Se asigna a la incognita un valor numérico
supuesto. Si este valor se opera y se cumple
con el problema, es la respuesta; en caso
contrario, se plantea la proporcion:

Resultado Resultado que
obtenido debe obtenerse
Numero supuesto R Incognita
2) Doble.-

Consiste en suponer dos valores distintos
para la incoginta, con estos valores se opera
y la diferencia de cada uno de estos resulta-
dos con el verdadero, constituyen los
errores.

V.e-V’.e

e’ - ¢

X = Incognita
V' = Primer valor supuesto
V” = Segundo valor supuesto

g

¢ = Error que se comente con V’

e” = Error que se comete con V”

REPARTIMIENTO PROPORCIONAL
TIPOLOGIA

Consiste en repartir un numero “N” en otros
numeros tales como x, y, z, que sean a su vez pro-
porcionales a los nimeros a, b, c.

El reparto puede ser directo o inversamente propor-
cional.
1) Reparto directamente proporcional.-

Repartir el namero “N” en partes directamente
proporcionales a los nimeros a, b, c.

Sean x, , z los numeros buscados:

De aqui:
N.a N.b N.c
X = y = A [ —
a+b+c a+b+c a+b+c

Por principio de proporcion geométrica:
X+y+z+=N

2) Reparto inversamente proporcional.-

Consiste en repartir el numero “N” en 3 ntimeros
que sean inversamente proporcionales a los
numeros a, b, c.

Sean x, y, z los ntumeros buscados.

X 'y z N
11 1 1,11
a b € a b ¢
De aqui:
1
~.N ~— . N
o2 _ b
1 1 1 v 1 1 1
=l — T T
a b ¢ a b ¢
1N
€
7 =
1 1 1
a b ¢
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Por principio, se cumple que:

N=a+b+c

REPARTIMIENTO PROPORCIONAL
COMPUESTO

Es repartir el numero N en partes directamente pro-
porcionalesa los numeros a, b. ¢ e inversamente pro-

>

porcionales a los nameros a’, b’, ¢’.

X z N
a c a b €
a & b’

APLICACIONES

REGLA DE COMPANIA O DE SOCIEDAD

Es una aplicacion de los repartos proporcionales. El
objetivo es repartir entre dos o mas socios la ganan-

cia o pérdida. Puede ser simple o compuesta.

REGLA DE COMPANIA COMPUESTA

G.g .
8 =
C, . +C . L+ .+C .t
G.g .1,
8 =
ol PColyar con P € ol
Donde:
g,, 8, --- = ganancias o pérdidas de cada socio

G = ganancia o pérdida total

¢, C = capitales aportados por cada socio

1 Cyoeee

t,t

b, ... =tiempo en que se impone cada capital

n = numero de socios

REGLA DE COMPANIA SIMPLE
Puede presentarse los siguientes casos:

a) Capitales iguales y tirmpos iguales:

=t =...)

(c,=cy= .5t =1,

g=— (g = ganancia o pérdida)
n

Ganancia o pérdida igual para cada socio.

b) Capitales diferentes y tiempos iguales:

¢) Capitales iguales y tiempos diferentes:

(¢,=¢,=...=c)

REGLA DE MEZCLA O ALIGACION

Se presenta dos casos: Mezcla propiamente dicha y
aleacion.

A) MEZCLA

Es la union de dos o mas ingredientes, conservan-
do cada cual su naturaleza. Desde un punto de
vista comercial, la mezcla se realiza con el objeto
de establecer el precio promedio, de manera que
no haya pérdida ni ganancia.

Puede ser Directa o Inversa.

REGLA DE MEZCLA DIRECTA

Sirve para calcular el precio promedio:

P,-C+P, - C+...+D, . C,

Pm =

C1+C2+...+Cn

Pm = Precio medio

Py» Py Ps» --- P, = Precios unitarios de cada ingre-
diente.
c.,C,, Cy ... ¢ =cantidades de cada ingrediente.
IERS TR n
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REGLA DE MEZCLA INVERSA

Sirve para calcular las proporciones en que inter-
vienen los ingredientes, conocidos susprecios unitar-
ios y su precio medio.

X_Pm—py

y - px - Pm

x, y = ingredientes de la mezcla
(magnitudes fisicas: peso, etc.)

Pm = precio medio de la mezcla

PX, py = precios unitarios de los ingredientes

ALEACION

Es el resultado que se obtiene al fundir varios met-
ales, entre ellso siempre hay un metal mas fino. La
aleacion es una mezcla.

LEY DE ALEACION

Es la relacion del peso del metal fino y el peso total
de la aleacion, se expresa en milésimos.

Lo o
P

L = ley de aleacion
F = peso del metal fino

P = peso de la aleacion

ALEACION DIRECTA

Se trata de calcular la ley de una aleacion resultante
al fundir lingotes de diferentes leyes.

F1+F2+...+F
L= =
P, +P,+ ..+ D,

L = ley de aleacion

F,, F,, F,, ..., F = peso del metal fino en cada
lingote.
P> Py Py» -+ » P, = peso de cada lingote.

ALEACION INVERSA

Se trata de calcular la proporcion de los pesos de los
lingotes que intervienen en la aleacion, cuyas leyes se
conoce:

x = peso del lingote de ley superior
y = peso del lingote de la ley inferior
L, = ley del lingote de ley superior

L, =ley del lingote de ley inferior

L = ley media

CAMBIOS EN LA LEY DE UNA ALEACION

AUMENTO DE LA LEY DE UNA ALEACION

P(L, - L)

Ly

P

p = peso del metal fino que se tiene que agregar
P = peso inicial de la aleacion
L, =nueva ley del lingote

L = ley inicial del lingote

DISMINUCION DE LA LEY DE UNA ALEACION

_P(L-L)

LD

P

p = peso del metal pobre que se tiene que

agregar
P = peso inicial de la aleacion
L, = nueva ley del lingote

L = ley inicial del lingote
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LEY DE KILATES Ejemplo:

Kilate es una forma de iniciar la pureza de una :Que porcentaje de metal fino contiene unas jo-
aleacion denotando el ntmero de partes de metal yas de oro de 18 kilates?
fino en 24 partes de aleacion.

Por ejemplo, oro de 18 kilates quiere decir que si la 18
joya pesa 24, 18 son de oro. También se puede expre- L= 24 0.75
sar en porcentaje.

— 0,
Numero de kilates P =75% de oro puro.

24

L
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ALGEBRA

DEFINICION
Es la parte de la matematica elemental que estudia a

la cantidad en su forma mas general. Para su estudio
emplea ntmeros y letras.

NOTACION USADA EN EL ALGEBRA
Las cantidades conocidas son representadas por las
pirmeras letras del alfabeto: a, b, ¢, d, ... ; las canti-

dades desconocidas o incégnitas, por las ultimas
letras: x, v, z, ...

Para no repetir las letras, cuando hay alguna
relacion entre ellas se escribe:

a, b, c ...;otambién:a, b, c; ...

Los signos empleados en el algebra, son de tres
clases: de operacion, de relacion y de agrupacion.

A) SIGNOS DE OPERACION

Son seis: + ; - ; - ; . ; a"
Ejemplos:
i) +, se lee: “mas”.

a+ Db, selee: “amds b”
ii) -, se lee: “menos”

a - b, se lee: “a menos b”
iii) -, se lee: “por”

a.b, selee: “aporb”

iv) :,se lee: “entre”

a: b, selee: “aentre b”
v) Exponente:

a", se lee: “a, alan”. (signo de potencia)

[73gt) «

Significa “n” veces “a” como factor, asi:

vi) N, se lee: “raiz”

Va , se lee: “raiz cuadrada de a”

B) SIGNOS DE RELACION

, se lee: “igual”

a=b, se lee: “a igual b”

\%

, se lee: “mayor que”
a > b, se lee: “a mayor que b”
<, se lee: “menor que”
a < b, se lee: “a menor que b”
=, se lee: “igual o mayor que”

a = b, se lee: “a igual o mayor que b”

IN

, se lee: “menor o igual que”

a < b, se lee: “a igual o menor que b”
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=, se lee: “idénticamente igual a”
a=Db, se lee: “a identicamente igual a b”

=, se lee: “diferente de”

a = b, se lee: “a diferente de b”
<, se lee: “ se lee no es menor que”

a <€ b, se lee: “a no es menor que b”
¥, se lee: “no es mayor que”

a > b, se lee: “a no es mayor que b”
=, se lee: “aproximadamente igual a”

a = b, se lee: “a aproximadamente a b”
<>, se lee: “equivalente a”

a <> b, se lee: “a equivalente a b”

=, se lee: “a entonces b”

a = b, se lee: “a entonces ab” o
“a implica a b”

A, se lee: “y

anb,selee: “ayb”
v, se lee: “0”
avb,selee: “aob”

=, se lee: “es congruente con”

b = b, se lee: “b es congruente con b”
C) SIGNOS DE AGRUPACION

() : paréntesis

[ ] : corchetes

{ }:llaves

— : vinculo o barra

VALOR ABSOLUTO Y RELATIVO

A) Valor absoluto o numero absoluto, es el
valor que denota la fugura que representa,
independiente del signo.

Ejemplos:

|-5]=5 ; 131=3

B) Valor relativo o numero relativo, es el valor
que depende del signo que la acompana.

Ejemplos:

-7 ; +4

OPERACIONES FUNDAMENTALES CON
LOS NUMEROS RELATIVOS

A) SUMA
* Suma de dos numeros positivos:
3+ (+7) =45+ 7 =+12
e Suma de dos numeros negativos:
(3)+(-5)=-3-5=-8

* Suma de un ndmero positivo y un ntimero ne-
gativo:

+D) + (3)=+7-3 =+4
(-12) + (+2) =-12+ 2 = -10
B) SUSTRACCION
o (+8) - (+4) =+8-4 =+4
*(-8)-(-13)=-8+13=+45
¢ (-12)-(-8)=-12+8=-4
C) MULTIPLICACION
o (+3) (+5) =+15
* (-2) (-3)
e (+5) (-8)
o (-12) (+3) = -36

= +6
=-40
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D) DIVISION
o (+18) + (+2)= +9
¢ (+12) + (-4) = -3
o (-15) = (-3) =45

 (-14) = (+7)= -2

E) POTENCIA

(+2)% = +4
(-5)* =625
(-3)° =-27

F) RAICES
"N () =+ y/o - (dos raices)

pa]’ . . . )
N (-) = numero imaginario

impar
(+) =+

impar

() =-
EXPRESIONES ALGEBRAICAS

PRINCIPALES CONCEPTOS

TERMINO ALGEBRAICO

Es la minima expresion algebraica cuyas partes no
estan separadas ni por el signo mds ni por el signo
menos. Las partes de un término algebraico son:

<
N

parte literal

coeficiente

signo

EXPRESION ALGEBRAICA

Es el conjunto de ntmeros y letras unidas entre si
por los signos de operacion: mas, menos, por, entre,
exponente, radiacion.

Ejemplo:
i) 4x* + 5y* + 72°
i) 4x

i) 3x° + V1 +x
2xy +y°

Las funciones exponenciales, logaritmicas y tri-
gonométricas no son expresiones algebraicas, son
funciones trascendentes.

Ejemplos:
i) 5

ii) log,x
iii) sen x

CLASIFICACION DE LAS EXPRESIONES
ALGEBRAICAS

A) RACIONALES.-

Sus exponentes son enteros, la cantidad sub-radi-
cal no tiene letras.

Ejemplos:

i) 4ax® + 5y° + 7z* + 3x7z

iii) 2y + x+ i/—7_x5y

B) IRRACIONALES.-

Tiene exponentes fraccionarios, la cantidad sub-
radical incluye letras.

Ejemplos:

l) SXI/Z + 7y1/3 + 821/5 + 9y-1/2

i) 4x12 + 5y + 2V3xy
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2 3y 7
5=
Vx Nz 0%
A su vez, las expresiones algebraicas irracionales
pueden ser enteras o fraccionarias.

iii)

e Racional entera.- Denominadores sin letras,
exponentes positivos.

Ejemplos:
i) 2x? + 3z%y° + 6w!

o9y? 1
ii) 3x* _ 52
i) 3x* + 8+3Z

e Racional fraccionaria.- Denominadores con le-
tras, exponentes negativos.

9 Na . Vb= Va.b
10) n{/a—“=a‘%
11)\/; m|

a
Vb \b

Ejemplos: mN\ m
12) (Va )= Van
i) 4x3 + 7y? + 7X2 2
4 3 m n mn
ey 13) VVa ="™a
Obsérvese que:
] LEY DE LOS SIGNOS
3_ 1
x x> 1) MULTIPLICACION
=5 ). ()=
. =0
2
i 4X4 +2y+z =.H=0
5x" +2x + z
.=
TEORIA DE EXPONENTES 2) DIVISION
La teoria de exponentes estudia todas las clases de +)
exponentes que existen y las relaciones entre ellos. U =(+)
—+
OPERACION DE EXPONENTES
)
S
1) am | gn = gmn (+)
2)a™ . b"=(a.b)™ 3) POTENCIA
3) (@™)" = amn H™ =)
m () =(+)
4) a_n =am™n
a O =
50a°=1,a=0 (™ =)
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4) RADIACION

V@) = (+)
"N =
N =@

2n

V (=) = numero imaginario

Nota.- 2n = numero par

2n + 1 = numero impar

ECUACIONES EXPONENCIALES

Son igualdades relativas cuyas incognitas aparecen
como exponentes. Se llama igualdad relativa aquella
que se verifica solo para algunos valores que se le
asigna a la incognita.

Ast:, por ejemplo:
71 =343
7541 _ 73
igualando exponentes:
x+1=3
X=2

VALOR NUMERICO

Es aquel valor que adquiere una expresion algebraica
cuando se le asigna un valor numérico a sus letras.

Ejemplo:
Hallar el valor numérico de:
E=x"+3x*-8x+ l;parax=1

sustituyendo x = 1:
E=1"+3.12-8.1+1=-3

GRADO DE LAS EXPRESIONES
ALGEBRAICAS

GRADO

Es una caracteristica de la expresion algebraica, dada
por el exponente de sus letras, el cual debe ser un nu-
mero entero y positivo. El exponente permite ademas
determinar el numero de soluciones que tiene una
ecuacion. El grado puede ser relativo y absoluto.

GRADOS DE UN MONOMIO
MONOMIO

Es la minima expresion algebraica formado por un
solo término algebraico.

GRADO ABSOLUTO (G.A)

Es la suma de los exponentes de todas las letras del
monomio.

Ejemplo:
M = x%y’z!

GAM.=2+3-1=4

GRADO RELATIVO (G.R.)

Esta dado por el exponente de una letra del monomio.

Ejemplo:
M = 4x3y 2 w?
GRM.y=5
GRM.x=3

que se lee: “el grado relativo del monomio respec-
to a la letra y es 5 y respecto a la letra x, es 3”.

GRADOS DE UN POLINOMIO
POLINOMIO

Es una expresion algebraica que tiene 2 o mas térmi-
nos algebraicos.

Por convencion, se denomina:

Binomio: cuando tiene 2 términos

Trinomio: cuando tiene 3 términos, etc.
GRADOS ABSOLUTO DE UN
POLINOMIO(G.A.P.)

Estda dado por el grado del término que tiene mayor
grado absoluto.

Ejemplo: Sea el polinomio:

P = 4x%y’w? + 3xy’w - 18x%y8w

G.A. de 4x*y>w* =2+3+4=9
G.A. de 3xy’w =1+5+1=7
G.A. de-18x%*w’ =6+8-7=7
Luego: GAP=9

- 57 -



GRADO REALTIVO DE UN POLINOMIO(G.R.P.)

Esta dado por el mayor exponente de la letra referi-
da en el problema. Asi en el polinomio del ejemplo
anterior:

G.R.P. respectoa x =6
G.R.P respectoa y =8

G.R.P respectoa w =4

POLINOMIOS
NOTACION POLINOMICA

Es la representacion de un polinomio, mediante sus
variables y sus constantes.

VARIABLE.- Es toda magnitud que cambia de valor.
CONSTANTE.- Es toda magnitud que tiene valor fijo.

NOTACION POLINOMICA.-

La notacién polinomica es la siguiente:
1) P(x) se lee: “polinomio en x”
2) P(x, y) se lee: “polinomio en x, y”

3) P(x, v, z) se lee: “polinomio en x, y, z”

Ejemplos:
i) P(x,y) =42+ 5y + 2x%y + 7
ii) P(x) =5x%+3x°-6x>-8

i) P(x,y,z) =8x’y-9xz + 2yz + 9z + 10y - 9

POLINOMIOS ESPECIALES

Se trata de polinomios importantes con caracteristi-
cas utiles:

A) POLINOMIOS ORDENADOS

Son aquellos que son ordenados de manera cre-
ciente o decreciente con respecto al grado de
una letra.
Ejemplo:

P(x,y) = 4x°y1? + 5x7y® + 4x1%y?

P(x, y) esta ordenado de forma creciente con
respecto a x, ordenado de forma decreciente con
respecto a y.

B) POLINOMIO COMPLETO

Con respecto a una letra, es aquel que se caracte-
riza porque los exponentes de la letra considera-
da existen desde el mayor hasta el cero inclusive.

A este ultimo término se le denomina “término
independiente”.

Ejemplos:
i) P(x,y) = 5% + 6x'y + 7x°y? + 3x% - 7x + 6y°

73 1)

P(x,y) es completo con respecto a “x”. El “térmi-
no independiente” es 6y>.

ii) P(x) = 4x>-8x%>+ 12x - 9

es completado con respecto a x. El término inde-
pendiente es -9.

PROPIEDADES DE UN POLINOMIO COMPLETO

¢ Si el polinomio es de grado “n” el numero de tér-
minos es igual a “n + 1”7,

* El grado del polinomio completo es igual al
numero de términos menos 1.

GP=#TP-1

e La diferencia de grados relativos de dos términos
consecutivos es igual a la unidad.

GR - GR 1y =1

x+1)

e El “término independiente” contiene a la varia-
ble con exponente cero.

Ejemplo:
-Ox0 = -9
C) POLINOMIO HOMOGENEO
Todos sus términos tienen igual grado absoluto.
P(x,y) = 4x7y12 + 8x3yl6 + 6x2yl7
G.AP =19

D) POLINOMIOS IDENTICOS

Son aquellos caracterizados porque los términos
semejantes tienen coeficientes iguales.

Ejemplo: 4>+ 7y = 4x° + Ty
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TERMINO SEMEJANTE

Es aquel que tiene igual parte literal afectada de los
mismos exponentes, sin interesar los coeficientes.

Ejemplo:
Son términos semejantes:

4x°y? ; -12x%y? % xy?

E) POLINOMIO IDENTICAMENTE NULO
Son aquellos cuyos coeficientes son iguales a cero.
Ejemplo:
P(x) =ax’> + bx? + cx + d
donde:a=b=c=d=0
F) POLINOMIO ENTERO EN “x”
Sus exponentes son enteros y su tnica variable es “x”.
De primer grado:
P(x)=ax +b
De segundo grado:
P(x) = ax* + bx + ¢
De tercer grado:

P(x) =ax> + bx* + cx + d

OPERACIONES CON EXPRESIONES
ALGEBRAICAS

A) SUMA Y RESTA DE EXPRESIONES
ALGEBRAICAS

Para sumar o restar expresiones algebraicas, se
suma, o se resta los coeficientes de los términos
semejantes.

Ejemplo:
-8bx%y® + 12bx%y® + bx’y’ = 5bx’y’
SUPRESION DE SIGNOS DE COLECCION

1) Cuando el signo de coleccion esta precedido del
signo “mds”, se elimina este signo sin producir
ningun cambio.

a+(b-c)=a+b-c

2) Cuando estd precedido del signo “menos”, se
elimina el signo de coleccion cambiando todos
los signos de suma o resta que se encuentra
dentro de él.

a-(b-c)=a-b+c
INTRODUCCION DE SIGNOS DE COLECCION

1) Cuando tiene que ir precedido del signo “mads”, se
escribe el signo de coleccién sin realizar ningtin
cambio.

a+b-c=a+(b-0)

2) Cuando tiene que ir precedido del signo “menos”,
se escribe el signo de coleccion, cambiando los
signos de suma y de resta de todos los términos
que se introduce.

a-b+c=a-(b-0¢)

MULTIPLICACION DE EXPRESIONES
ALGEBRAICAS

Es la operacion que consiste en obtener una expre-
sion llamada producto, conociendo otras dos lla-
madas multiplicando y multiplicador.

PROPIEDADES DE LA MULTIPLICACION

¢ El grado del producto es igual a la suma de los
grados de los factores.

¢ El término independiente del producto es igual al
producto de los términos independientes de los
factores.
Ejemplo:
Sea el producto:
(4x* +5x+6) . (7x> + 6x% + 2)
.Bx2+6x-3).(12x-5)

Grado (absoluto) del producto:
4+54+2+1=12

Término independiente:

(6) (2) (-3) (-5) = 180
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CASOS EN LA MULTIPLICACION completando el multiplicando, se escribe:

1) PRODUCTO DE DOS MONOMIOS (4X3 + 7X2 + 0x - 6) (ZXZ - 3x - 4)
Se multiplica los signos, luego los coeficientes v, Solucién:
por ultimo, las partes literales, de acuerdo a la ) -
teoria de exponentes. Se toma solo los coeficientes:
2) PRODUCTO DE DOS POLINOMIOS ; * 37 * 2 -0
Se puede utilizar cualesquiera de los dos métodos
siguientes: 8 +14 + 0 - 12

e Método normal.- Se ordena los dos polinomios
en forma descendente y se escribe uno debajo
del otro. A continuacién, se multiplica cada
uno de los términos del multiplicador por cada
uno de los términos del multilplicando, sus sig-
nos, sus coeficientes y sus letras; se obtiene los
productos parciales, los cuales se escribe en
forma ordenada uno debajo del otro del mismo Grado del producto: 3 + 2 =5
grado y se suma ordenadamente, obteniendose
finalmente el producto total.

Ejemplo: 8x° + 2x* - 37x - 40x* + 18x + 24

- 12 - 21 + 0 + 18

- 16 -28 + 0 + 24

1

Sumando: 8 + 2 - 37 40 + 18 + 24

El producto final es, por consiguiente:

(7 +3x* - 5x + 1) (x +3) PRODUCTOS NOTABLES

Solucion: Son denominados también “identidades algebraicas”.

Su desarrollo se conoce facilmente por una simple
observacion, ya que obedecen a una ley. Lo mas im-
portantes son:

X +3x%-5x+ 1
X +3

x* +3x° - 5x2 + X
3x> +9x2- 15x + 3

x4 653 + 42 - 14x + 3 (axb)?=a’+2.a.b+b?

1) Cuadrado de una suma o una diferencia:

. - 2) Producto de una suma por su diferencia:
» Método de coeficientes separados.- Se ordena ) P

descendentemente los coeficientes del multipli-
cando y multiplicador, escribiendolos en linea
horizontal, uno debajo del otro. Se efectua las
operaciones como en el caso anterior, corrien-
do un lugar a la derecha desptes de cada pro-
ducto parcial; para obtener el grado del pro-
ducto se aplica la propiedad respectiva. +2.a.c+2.b.c

(a+b) (a-b)=a%-b?

3) Cuadrado de un trinomio:

(@a+b+c)=a?2+b*+c2+2.a.b

Este método es recomendable para polinomios
de una sola variable. En caso de faltar una
potencia de la variable, se completa con el coe- GehP =@ a3 @ s a Rl
ficiente “cero”, tanto en el multiplicando como
en el multiplicador.

4) Cubo de una suma o de una diferencia:

5) Producto de dos binomios que tienen un término

. comun:
Ejemplo:

(4x3 + 7x2- 6) (2x2 - 3x - 4) (x+a) x+b)=x*+(a+b)x+a.b
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6) Producto de un binomio por un trinomio que da
una suma o diferencia de cubos:

(axb) (@ = a.b+b)=a>=b’

7) Identidades de LEGENDRE:

(@a+b)?+ (a-b)2=2(a%+b?

(a+b)-(a-b)2=4.a.b

8) Identidades de LAGRANGE:

(ax + by)? + (bx - ay)? = (x* + y?) (a®> + b?)

(ax + by + cz)? + (bx - ay)?
+ (ex - az)? + (cy - bz)?

=@ +b*+) X +y*+2?)

DIVISION ALGEBRAICA

Consiste en averiguar cuantas veses una cantidad,
que se llama divisor (d), estd contenida en otra, que
se llama dividendo (D). El dividendo y el divisor son
los términos de la division y el resultado es el
cociente (q). Si la division no es exacta existe un
resto (1).

Expresion general:

D=q.d+r

Cuando la division es exacta: r = 0

entonces: D=q.d

PROPIEDADES DE LA DIVISION

1° En toda division, el grado del cociente es igual al
grado del dividendo menos el grado del divisor.

°lql=°ID| - °Id]|

2° En toda division el grado del dividendo es mayor
o igual que el grado del divisor.

°IDI = °r]

3° En toda division el grado del divisor es mayor
que el grado del resto (excepto polinomios ho-
mogéneos).

°ldl = °lrl

4° En toda division el grado maximo del resto es
igual al grado del divisor menos uno.

[=°ldl-1

T (max)

En el caso de division de polinomios homogé-
neos, no se cumple esta propiedad.

5° En el caso de polinomios homogéneos, el grado
del resto es mayor que el grado del divisor.

lrl>°dl

CASOS EN LA DIVISION

DIVISION DE DOS MONOMIOS
Se procede en el siguiente orden:
Se divide los signos mediante la regla de signos.
Se divide los coeficientes.
Se divide los laterales aplicando “teoria de expo-

nentes”.

Ejemplo:

_16xty8z3
oRYE -4x%y’z
4x2yoz*

DIVISION DE POLINOMIOS
Existe los siguientes métodos:
a) METODO NORMAL

1. Se ordenan los polinomios, generalmente en
forma descendente.

2. Se escribe éstos en linea horizontal, uno a conti-
nuacion del otro y utlizando el signo de la division
aritmética.

3. Se divide el primer termino del dividendo, entre el
primer término del divisor, lo cual da el primer
término del cociente.

4. Este primer término se multiplica por cada uno
de los términos del divisor y se resta de los
correspondiente términos del dividendo.(se
cambian de signo los productos).
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5. Se incorpora al residuo, el siguiente término del
divisor. Se divide el primer término del resto obte-
nido, entre el primer término del divisor y se
obtiene el segundo término del cociente.

6. Se procede como el paso 4, y asi sucesivamente,
hasta terminar la division.

Ejemplo:
6x> + 5x%y - 20xy? + 33y’ |2X2 -3xy +y?
-6x> + 9x’y - 3xy? 3x + 7y

14x%y - 29xy* + 33y’
-14x%y o+ 21xy? - T7y?

-8xy?  + 26y°

El cociente es: 3x + 7y

El resto es:  8xy* + 26y°>

b) METODO DE COEFICIENTES SEPARADOS

Ademas de las consideraciones del método nor-
mal, debe tenerse en cuenta que:

1. Se trabaja solamente con los coeficientes y sus sig-

Procedimiento:

6 - 20 - 13 +25 -12 + 7|3-1+1
6+ 2 - 2 2-6-7+8
- 18 - 15 +25

+ 18 - 6 + 6

- 21 +31 - 12

+ 21 -7 + 7
+24 -5 + 7
-24+ 8 - 8
+3 -1

Grado del cociente:
lql=°ID|-°dl=5-2=3
q=2x>-6x>-7x+8
Grado del resto:
lrf=°dl-1=2-1=1

r=3x-1

nos. ¢) METODO DE HORNER

2. En caso de faltar un término, se coloca en su lugar
cero, tanto en el dividendo como en el divisor.

3. Se procede a dividir estos coeficientes siguiendo

los pasos del método normal, de esta manera se 1.

obtiene los coeficientes del cociente con sus sig-
nos.

2
4. Para determinar el grado del cociente y el resto se
aplica las siguientes propiedades:
°lql=°IDI|-°d]|
lrl=°ldl-1 3
5. Este método es recomendable para polinomios de
una sola variable.
Ejemplo:
4

6x° - 20x* - 13x> + 25x% - 12x + 7

(3x%-x+1

Es un caso particular del método de coeficientes
separados y se emplea para la division de poli-
nomios de cualquier grado. Se procede asi:

Se escribe los coeficientes del dividendo en una
fila de izquierda a derecha con su propio signo.

. Se escribe los coeficientes del divisor en una co-

lumna de arriba hacia abajo, a la izquierda del pri-
mer término del dividendo; el primero de ellos
con su propio signo y los restantes con signos
cambiados.

. El primer término del dividendo se divide entre el

primer término del divisor, obteniendose el pri-
mer término del cociente, el cual se anota en la
ultima fila del cuadro.

. Se multiplica este término del cociente solamente

por los términos del divisor a los cuales se les
cambio su signo, colocandose los resultados a par-
tir de la segunda columna a la derecha.
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5. Se reduce la siguiente columna (efectuando la
operacion indicada) y se coloca este resultado en
la parte superior para dividirlo entre el primer
coeficiente del divisor y obtener el segundo ter-
mino del cociente.(en el ejemplo: +14 - 2 = +12).

6. Se multiplica este cociente por los términos del
divisor a los cuales se cambio de signo, colocan-
dose los resultados a partir de la tercera columna
a la derecha.

7. Se continuia este procedimiento hasta obtener un
término debajo del ultimo término del dividendo,
separando inmediatamente los términos del
cociente y resto. El numero de términos del resto
estd dado por el numero de términos que tiene el
ultimo paso.

8. Se suma verticalmente obteniendose los coeficien-
tes del residuo. El grado del cociente y del resto se
obtiene tal como se indico en el Método de
Coeficientes separados.

Ejemplo:
8x% + 14x* + 5 + 16x?> + 3x + 2 : 4x> + x + 3
Solucion:
Grado del cociente:
°lql=°ID|-°ld[=5-2=3
Grado del residuo:

Irl=°dl-1=2-1=1

Procedimiento:

12-4+ 8

4 8+14+5+16|+3+2
-1 -2-6
-3- 9
+ 11+3

-2-6
2+3-1+2 4-4
%/—/l%,_/
cociente resto

Cociente: Q(x) = 2x> + 3x? - x + 2

Resto: R(x) = 4x - 4

d) METODO O REGLA DE RUFFINI

Este método se utiliza para dividir polinomios
cuando el divisor es un binomio de primer grado.
Se presenta tres casos:

1° Cuando el divisor es de forma (x = b)
2° Cuando el divisor es de la forma (ax = b)
3° Cuando el divisor es de la forma (ax® = b)

ler. Caso. Forma del divisor: x + b

1. Se escribe los coeficientes del dividendo en linea
horizontal. Completando previamente, si fuese
necesario.

2. Se ecribe el término independiente del divisor,
con signo cambiado, un lugar a la izquierda y un
lugar abajo del primer coeficiente del dividendo.

3. Se divide como en el caso de Horner, teniendo
presente que el primer coeficiente del cociente, es
igual al primer coeficiente del dividendo.

4. Para obtener los coeficientes del cociente, se sepa-
ra la ultima columna, la cual costituye el resto.

Ejemplo:
4xt-5x> + 6x2 + Tx + 8 :x+ 1
Procedimiento:
4 - 5 + 6 + 7 + 8
11 - 4 + 9 - 15 + 8
4 - 9 + 15 - 8 |+ 16 < resto

coeficientes del cociente
Grado del cociente:
lql=°ID|-°dl=4-1=3
Cociente: 4x> - 9x*> + 15 - 8

Resto: 16
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2do. Caso. Forma del divisor:a.x +b 3er. Caso. Forma del divisor: a. x" + b

1. Se transforma el divisor a la primera .fo.rma, La resolucion solo es posible por el método de
sacando en factor comun el primer coeficiente  Ruyffini cuando los exponentes de la variable del div-

del divisor: idendo son multiplos enteros de la variable del divi-
sor. El procedimiento se explica a travéz del siguiente
ax+b=a (x + %) ejemplo:

6x° + 17x%7 - 16x8+ 17x% + 12 + 3x° + 1

m|O"

operando como el primer .y
) p p Procedimiento:

2. Se divide entre (X +
€aso.

1. Se observa que los coeficientes de la variable del
dividendo sean multiplos del exponente de la
variable del divisor.

3. Los coeficientes del cociente obtenido son dividi-
dos entre el coeficiente de “x” del divisor.

4. El resto obtenido no se altera. 2. Se factoriza el divisor:
Ejemplo:
3(X9 + —)
18x% - 207 - 5x2 - 12x - 16 + 3x + 2 3
Procedimiento: 3. Se divide como en el primer caso.

Factorizando el denominador: .- . .
4. Cada uno de los coeficientes del cociente obteni-

do, se divide entre coeficiente de “x” del divisor.
3x+2=3 (x + i)
3

6 + 17 - 16 + 17 + 12
18 - 0 - 29 - 5 - 12 - 16

-2 -5+ 7 -8
—%—l 124 8 +14 - 6 + 12 ! "

18 - 12 + 21 + 9 - 18 |- 4 < resto 6 + 15 - 21 + 24 |+ 4 < resto

coeficientes del cociente por 3 coeficientes del resto por 3

Grado del cociente: Grado del cociente:
° =0 D -° d = 5 - 1 = 4’
lal="1D]-"1d] °lql="IDI-°1d|=36-9=27

Verdaderos coeficientes del cociente:
Verdaderos coeficientes del cociente:

18-12-21+9-18

=6-4-7+3-6
3 6+15-21+24
=2+5-7+8
.. Cociente: 3
q=06x"-4x>-7x*+3x-6 o Cociente: 2x*7 + 5x'8 - 7x% + 8
Resto: 1=-4 Resto: +4
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DIVISIBILIDAD Y COCIENTES
TEOREMA DEL RESTO NOTABLES

realizar la division.

La finalidad es determinar polinomios desconocidos
dadas ciertas condiciones.

o de dividir un polinomio en PRINCIPIOS DE DIVISIBILIDAD

= AR . 1° Para determinar la suma de los coeficientes de un
polinomio, se iguala la variable o variables a 1.

Suma de coeficientes de:

P(x;y)=P(1 ;1)

Sefouala el divisor a cero:

Ejemplo:

a.x+b=0

P(x,y) =3x> - 2x%y - 5xy* + y°

2) Se dpcppja “x”

SP(1;1)=3(1)-2(1)*(1) - 5(1)(1)* + (1)°

+b
— SP(1;1)=-3
(T —| e | e -yt g P 2° El término independientemente se determina ha-
Variable "X~ POt ciendo igual a cero la variable a la cual se refiere
el polinomio.
= - :
a Término independiente = P(0)
a_operacione e e 2do e

Ejemplo:
P(x) = 5x> + 2x%y - 6xy* - 8y’

1 . | ~
vVdAaAlUL UCLH ICTOTU.

Desde el punto de vista de la variable x:

LS P(0) = 5(0)> + 2(0)%y - 6(0)y? - 8y*
Hallar_el resto:
P(0) = -8y*
Oxt+3x7 - 19x% + 14x - 15 2x -3
por otra parte, para la variable y:
Procedimmiermto:
P(0) = 5x> + 2x%(0) - 6x(0)* - 8(0)*
3
g "x—3=0=x=7 P(0) = 5x3
3° Si un polinomio es divisible separadamente entre
137 3V 13V dos o mds binomios serd divisible entre el produc-
PASD 3 ol B A e e s
2/ 2/ 2/ to de ellos.

Si: P(x):(x-a),r=0

P(x): (x-b), =0

Px):(x-0¢),r=0
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Luego se tendra:

P(x) + (x-a) (x-b) (x-¢),r=0

4° Viceversa, si un polinomio es divisible entre un
producto de varios factores, binomios, sera divis-
ibles separadamente por cada uno de ellos.

5° En general, si al dividendo y al divisor se le mul-
tiplica por una misma cantidad, el resto queda
multiplicado por dicha cantidad.

D.m=d.m.q+r.m

6° Si al dividendo y divisor se divide por una misma
cantidad, el resto queda dividido por dicha cantidad.

r
m

COCIENTES NOTABLES (CN)

Se denomina cociente notable, aquel cociente que no
requiere efectuar operaciones para conocer su resul-
tado, porque obedece a ciertas reglas fijas.

FORMA GENERAL DE LOS COCIENTES
NOTABLES

Se denota en 4 casos:

ler. Caso: es CN < “m” es impar.

XM+ a™

X+ a

2do. Caso: es CN < “m” es par.

xm - gm

X+a

3er. Caso: no es CN para cualquier valor de “m”.
x™ +a™
X-a
4to. Caso: es CN para cualquier valor de “m”.

XM -a™m

X-a

REGLA PRACTICA PARA DESARROLLAR
CUALQUIER COCIENTE NOTABLE

1) El primer término del cociente es igual al cociente
entre el primer término del dividendo y el primer
término del divisor.

2) El ultimo término del cociente es igual al cociente
entre el segundo término del dividendo y el
segundo término del divisor.

3) A partir del segundo término del cociente el ex-
ponente de “x” comienza a disminuir de 1 en 1

hasta “cero”.

4) A partir del segundo término del cociente, aparece
el segundo término “a” con exponente “1” vy

comienza a aumentar de 1 en 1 hasta “m - 1”.

5) Los signos varian ast:

e Cuando el divisor es de la forma “x + a” los sig-
nos de los términos del cociente son alternados
(+) (), comenzando con (+).

e Cuando el divisor es de la forma “x - a” los sig-
nos de los términos del cociente son todos po-
sitivos.

Ejemplo:
i) ler. Caso:

5, 45
X’ +a
2T oxtoaxd ratx?-adx + at
X +a

ii) 2do. Caso:

x6 - a6
X +a

= X -axt+aix’ - a¥x? +atx - a°

iii) 3er. Caso:

7, a7
x'+a
—— = Noes CN
X-a

iv) 4to. Caso:

x*-at

=x +ax’ +a*x +a’
X-a

HALLAR UN TERMINO CUALQUIERA “K” DE
UN COCIENTE NOTABLE

t, = (signo) x™X ak!
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REGLA PARA EL SIGNO:

1) Cuando el divisor es de la forma(x - a), el signo
de cualquier término es positivo.

2) Cuando el divisor es de la forma(x + a), los signos
son alternadamente positivos y mnegativos,
empezando por positivo.

Por consiguiente, los terminos de lugar par: son
negativos, y los términos de lugar impar: son po-
sitivos.

Ejemplo:

Hallar los términos t,; y t 5 en el desarrollo del
C.N. siguiente:

150 100

X -a

3 2

X"+ a

Previamente, se busca darle la forma de cociente
notable:

(3)0 - (a?)%0 Y- b

x3) + (@»)

y+b

Trabajamos con la forma original de la izquierda:

Término K = 10: t,, = -(x?)°%10 (a?)!!
(par)

_ 120 418
t,=-x%a

Término K = 15: t5 = +(x*)>*" ()P
(impar)
28

- 105
[15 = +X a

CONDICION NECESARIA Y SUFICIENTE

PARA QUE EL COCIENTE % SEA NOTABLE
XF+a

Sera notable si:

XM+ at  (xP)x (aD)"

xP + ad xP + ad
. m
ésto es: p.r=m = r1r=—"y  (a)
p
n
q.r=n = r=— (b)
q

. ) m n
Es decir, serd notable < F ==

€s numero entero

Ademais:
m n ) o
— = — = numero de términos
P4 del cociente notable.
Ejemplo:
<16 4 232
x? + a*
. 16 32
# de términos = —="=38
2

METODOS DE FACTORIZACION

Factorizacion es la operacion que tiene por objeto
transformar una expresion algebraica racional y
entera en otra equivalente que sea igual al producto
de sus factores primos racionales y enteros.

Los principales métodos para factorizar son los si-
guientes:

A. FACTOR COMUN

El factor comun de dos o mas expresiones alge-
braicas es la parte numeérica y/o literal que esta
repetida en cada una de dichas expresiones. El factor
comun puede ser de tres tipos:

e Factor comuin monomio
e Factor comun polinomio

e Factor comun por agrupacion

A.1) FACTOR COMUN MONOMIO

Cuando el factor comtun en todos los términos es
un monomio.

Ejemplo:
P(xy) = 72x%yP + 48x*1 yb*l 4 24x3y?b
El factor comtin es 24x%y", de este modo:

P(x,y) = 24x%y" (3x? + 2xy + y")
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A.2) FACTOR COMUN POLINOMIO

Cuando el factor comun que aparece es un poli-
nomio.

Ejemplo:
(a+ D7 @@+ DY-(a+1)° @+ D!
El factor comun es:

(a+1)° (a2 + 1)°

luego:
@@+1)° @+ D0 [(a+ 1?- (@ + D]
(a+10 @+ D02 +2a+1-a>-1]
(a+1)° (@ + 1) (2a)
2a(a + 1)° (a2 + 1)1

A.3) FACTOR COMUN POR AGRUPACION

Sea:

m+n m+n

X 4oy g (xy)™ 4+ (xy)"
Efectuando operaciones:
xTx" + yTy" + xTy™ + x"y"
agrupando:
(x™x™ + XMy™) + (ymy" + x"y")
factoricemos cada paréntesis:
XM(x" +y™) + y"(y™ + x™)
el factor comun es el paréntesis, as:
&+ y™) x™+y")
B. METODO DE IDENTIDADES
B.1) DIFERENCIA DE CUADRADOS

alm _ b2r1
(a™)? - (b")?

(a™ + b®) (a™ - b")

B.2) SUMA O DIFERENCIA DE CUBOS
SUMA
@™+ b)) = (@) + (b")?
se trata de un producto notable:
= (a™ + b") (a®™ - a™b" + b?")
DIFERENCIA
@ - b = @) - (b
= (a™ - b") (a®™ + a™b" + b?")
B.3) TRINOMIO CUADRADO PERFECTO
a’™ + 2amb™ + b?" = (a™ + b")?

C. METODO DEL ASPA
C.1) ASPA SIMPLE

Se usa para factorizar trinomios de la forma:

ax? + bx" + ¢

0, de la forma:

XM+ bx" + ¢

PROCEDIMIENTO.-

Se descompone en dos factores al primer término,
ax?™ o x’", segun sea el caso. Se coloca estos factores
en las puntas de la izquierda del aspa. El término
independiente, incluyendo el signo, también se
descompone en dos factores, los que se coloca en las
puntas de la derecha del aspa. Los factores de la
expresion dada son la suma horizontal de arriba y la
suma horizontal de abajo. El término central debe
ser igual a la suma de los productos en aspa.

Ejemplo: x4 7x + 12

1) x* en dos factores: x*" . x*"

2) 12 en dos factores: 4 . 3

Se coloca los factores en la punta izquierda y
derecha del aspa:
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3) El término central es la suma de los productos
en aspa.

3x2 4+ 4x20 = Tx"

4) Los factores son las sumas horizontales de arri-
ba y abajo.

Luego:

x4 7xM 4+ 12 = (x2 + 4) (x2" + 3)

C.2) ASPA DOBLE

Se usa para factorizar polinomios de la forma:
ax®" = bx"y" + cy?" + dx" x ey" = f

y también para algunos polinomios de 4to. grado.

PROCEDIMIENTO.-

Se ordena en forma decreciente para una de las vari-
ables; luego, se traza y se ejecuta un aspa simple para
los tres primeros términos con trazo continuo. A
continuacion y, pegada al primer aspa, se traza otro,
de tal modo que el producto de los elementos del
extremo derecho de este aspa multiplicados vertical-
mente sea el término independiente.

ler. factor: suma de los elementos tomados horizon-
tales de la parte superior.

2do. factor: suma de los elementos tomados horizon-
talmente de la parte inferior.

Ejemplo:

12x2 - 7xy - 10y? + 59y - 15x - 63
Tomando los tres primeros términos:
1) 12x? en dos factores: 4x . 3x
2) -10y? en dos factores: -5y . 2y

Tomando el ultimo término:

3) -63 en dos factores: -9 . 7

\,

III)’ (1)

7
N

/\A\

\
/

Verificando dos términos:

()  8xy (ID) 45y

-15xy 14y

-7xy +59y
— A

2do. término 4to. término

(I -36x

+21x

-15x
%,—/
5to. término

Luego, la expresion factorizada es:
(4x-5y+7) Bx+2y-9)

D. METODO DE EVALUACION O
DE DIVISIORES BINOMIOS

Este método se aplica a polinomios de una sola vari-
able que se caracterizan por anularse para algunos de
los divisores de su término independiente afectado
de doble signo, o alguna combinacion.

Ejemplo: Factorizar
P(x) =2x*+ x> -9x?-4x + 4
Solucion:

Los numeros de prueba son:

Los numeros fraccionarios tienen como numer-
ador los divisores del término independiente y
como denominador los divisores del coeficiente
del término de mayor grado.

parax =-1
Px)=2+1-9-4+4=0
*. no es divisor

parax=1

P(-1)=2-1-9+4+4=0

Un divisor es: (x + 1)
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parax =2
P(2)=32+8-36-8+4=0
Otro divisor o factor es: (x - 2)

Dividiendo P(x) sucesivamente entre los factores
obtenidos por el método de Ruffini:

2 0+ 1 - 9 - 4 4+ 4
-1 -2 + 1 + 8 - 4
2-1-8+4|_O
2 4 o+ 6 - 4
2+3'2|L

Despues de la division se obtiene:
P(x) = (x+ 1) (x-2) 2x*+3x-2)
P(x) = (x+1)(x-2) 2x-1) (x +2)
E. METODO DE ARTIFICIOS DE CALCULO

E.1) REDUCCION A DIFERENCIA DE
CUADRADOS

Consiste en sumar y restar una misma cantidad a
la expresion dada para transformarla en una
diferencia de cuadrados.

Ejemplo: Factorizar:
E =a*+ 2a’h? + 9b*

Sumando y restando 4a’b*:

E = a* + 6a’b? + 9b* - 4a’b?

E = (a% + 3b?)? - 4a?b?

E = (a* + 3b?)? - (2ab)?

E = (a’ + 3b? + 2ab) (a* + 3b? - 2ab)
SUMAS Y RESTAS

Consiste en sumar y restar una misma cantidad de tal
manera que se forme una suma o una diferencia de
cubos y se presenta al factor x> + x + 1 0 x* - x + 1.

Ejemplo: Factorizar:

Px)=x+x*+1

1ra. Forma: Sumando y restando

3

X+ X2+ X

3 2

P =x+xt+x>+x 2

+x+1-x2-x2-x

P =x>x2+x+D+&+x+1)-x(x*+x+1)
Px)=(x*-x+1) (x>+1-%)

2da. Forma: Sumando y restando x*:
Px)=x-x2+x*+x*+1
P)=x2(x>-1D +&*+x2+1)

Sumando y restando x? al segundo paréntesis,
factorizando y tambien factorizando el primer
paréntesis.

Px)=x*x>-1D+&x+x+1) (x*-x+1)
Px)=(x+x+ 1) (X-x2+x2-x+1)
Px)=x*+x+1) (xX>-x+1)

CAMBIO DE VARIABLE

Consiste en cambiar una variable por otra, de man-
era que se obtenga una forma de factorizacion cono-
cida, o que tenga una forma mas simple.

Ejemplo: Factorizar:
Px)=1+x(x+1)(x+2) (x+3)
Agrupando asi:
P(x) =1+ [x(x+3)][(x+1) (x+2)]
Efectuando:
P(x) =1+ (x* +3x) (x* +3x +2)

Haciendo x* + 3x =y

P(x)=1+y(y+2)
P(x)=1+2y+y?

es el desarrollo de una suma al cuadrado:
P(x) = (1 +y)?

sustituyendo la variable:

P(x) = (1 + 3x + x2)?
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FACTORIZACION RECIPROCA
POLINOMIO RECIPROCO

Es aquel que cuyos coeficientes equidistantes de los
extremos son iguales.

Ax* + Bx® + Cx? + Bx + A
Ejemplo: Factorizar el polinomio:
P(x) = 6x*+ 5> + 6x2 + 5x + 6

PROCEDIMIENTO

Se factoriza x*:

P(X)=X2<6X2+5X+6+i+£>

X x?

Ordenando asi:

P(x) = X2[6(X2 + 1—2> +5 (x + 1—) + 6]
X X

Haciendo: x + % =y

entonces:

X2+%=y2-2

e

sustituyendo:
P(x) = x* [6(y? - 2) + 5y + 6]
Efectuando:
P(x) = x? (6y* + 5y - 6)
Factorizando el paréntesis por el aspa simple:

3y -2
=,

P(x) = x*(3y - 2) 2y +3)

2y

W,

Reponiendo “x”:

oo [ 32| 2]

3x2+3-2x] l2X2+2+3x]
X

P(x) = x? [

P(x) = 3x?-2x +3) 2x? + 3x + 2)

FACTORIZACION SIMETRICA ALTERNADA

POLINOMIO SIMETRICO

Un polinomio es simétrico, con respecto a sus vari-
ables, cuando su valor no se altera por el intercambio
de cualquier par de ellas, y ademas es homogéneo.

Ejemplo:
A (x* +y?+2?) + B(xy + Xz + yz)

Notar que las operaciones con expresiones
simétricas dan como resultado también expre-
siones simétricas.

POLINOMIO ALTERNO

Un polinomio es alterno, con respecto a sus vari-
ables, cuando su signo se altera, pero no su valor
absoluto, al intercambiar un par cualquiera de ellas,
y ademds es homogéneo.

Ejemplo:
vz -y) +xX*(y-2) + 22(x - y)

PROPIEDADES DE LAS EXPRESIONES Y DE
LOS POLINOMIOS SIMETRICOS Y ALTERNOS

1° No hay expresiones alternas que contengan mas
de 2 variables y sean de primer grado.

2° Generalmente los polinomios alternos son circulares
o ciclicos y estan escritos en forma de diferencia.

3° El producto de una expresion simetrica por una
alterna da como resultado una expresion alterna.

4° Una expresion simétrica o alterna de variables x, y,
z, si es divisible entre “x”, entonces también sera
divisible entre “y” y entre “z”.

5° En una expresion simétrica o alterna, de variables,
X, 'V, z, si es divisible entre (x + y), entonces tam-

bién sera divisible entre (x + z) (y + z).
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FACTORIZACION DE UN POLINOMIO
SIMETRICO Y ALTERNADO

1) Se averigua si el polinomio es simétrico o alterno.

2) Encontrar los factores de la expresion aplicando el
teorema del resto y aplicando las propiedades del
polinomio simétrcio y alterno.

3) Plantear el cociente, planteando la identidad de
dos polinomios y ampliarlo aplicando el criterio
de los valores numéricos.

Ejemplo: Factorizar:
P(x)=(x-y)’+(y-2’+(z-x)

PROCEDIMIENTO

1) Intercambiando x por y, se ve que la expresion
es alterna.

2) Calculo de los factores x =y
Px)=(y-y)’+(-2’+(z-y)’
=0+ (y-292+[-(y-2)°]
P(x) = (y-2°-(y-2)°=0
Luego el polinomio es divisible entre (x - y)

Por ser polinomio alterno, también sera divisible
entre los factores obtenidos en forma circular en
el sentido indicado:

X
/N voy
z y Haciendo y=z
L

Es decir entre: (y - z) A (z - x)
El polinomio es divisible entre el producto:
x-y)(y-2)(z-x%)

3) Se plantea la identidad de los polinomios:

x-y»P+y-2P+Ez-x?°

3er. grado
=(x-y)(y-2) (z-x%) Q
3er. grado grado cero

Si Q es de grado cero quiere decir que es un nu-
mero.

Dando un juego de valores para x, v, z; se obtiene
el valor de Q:

Parax=1 ;y=2; z=3:

1-2P+2-3P°+G-1)
=Q1-2)2-3)G-1

D+ (D +8)=Q2)
Q=3
Luego, la expresion factorizada es:

x-y»P+y-2P+(z-x)?°
=3x-y)(y-2) (z-x)

MAXIMO COMUN DIVISOR Y MINIMO
COMUN MULTIPLO

MAXIMO COMUN DIVISOR (M.C.D.)

De dos o mas expresiones algebraicas, es la expresion
de mayor grado posible, que esta contenida como
factor un namero entero de veses en dichas expresio-
nes. Para determinar el M C D se factoriza las expre-
siones comunes con su menor exponente.

MINIMO COMUN MULTIPLO (m.c.m.)

De dos o mas expresiones algebraicas, es la expresion
de menor grado posible, que contiene un ntumero
entero de veces como factor dichas expresiones.

Para determinar el m ¢ m se factoriza las expresiones
y se forma el producto de los factores comunes y no
comunes con su mayor exponente.

Ejemplo:
Hallar el MCD y el m ¢ m de:
A=xX*x+2y)+ G +2) (y+2) (y-2)

B=x"+2x222 + 2t - y*

PROCEDIMIENTO
Efectuando:

A=xt+2x%y? + (y? + 22) (y* - 2%)
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A= (x*+ 222 4 yh) - 2t
A= +y)?-(2)?
A= +y +2) (X +y2-22)
Mientras que:
B=(x'+2x%%+2% -yt
B = (x*+22)?- (y%)?
B=(x*+22+y) (x*+ 22 -y?)

MCD (A, B) = x> + y? + 22

mem (A, B) = (x2 + y? + 22) (x> + y* - 22)

(x2+z2-y?)

FRACCIONES ALGEBRAICAS
DEFINICION

Se denomina fraccion algebraica a toda aquella
expresion que tiene por lo menos una letra en el
denominador.

Ejemplos:
L2
U3k
.. 2a+b
i)

3c+1

iii) 2ax?y’z!
CAMBIOS DE SIGNO EN UNA FRACCION

1) CUANDO NO HAY PRODUCTOS INDICADOS

Se puede cambiar dos de sus tres signos y la fraccion
no se altera.

Ejemplo:

+(m+1) __-(m+1)

F=+ =
+(n +q) +(n+q)

__+(m+l) =+-(m+l)

) -(n+q)

-(n+q)
2) CUANDO LA FRACCION TIENE PRODUCTOS
INDICADOS

En toda fraccion, si se cambia de signo a un nu-
mero par de factores, la fraccion no cambia de sig-

no; si se cambia de signo a un numero impar de
factores, la fraccion si cambia de signo.

Ejemplo:
o (a-b)(c-d)
(e-D(g-h)
-(b-a)(c-d) (a-b)c-d)

F = = par
-(f-e)(g-h) (e-D(g-h)
-(b-a)(c-d) (a-b)(c-d)

F = = impar
(f-e)g-h) (e-DH(g-h)

SIMPLIFICACION DE FRACCIONES

Para simplificar fracciones se factoriza.

Ejemplo: Simplificar:

x>+ (2a + b)x? + (a%? + 2ab)x + a’b
P(x) =

x> + ax? + 2bx? + b’x + 2abx + ab?
Ordenando y factorizando:

x(x2 + 2ax + a2) + b(x? + 2ax + a?)

P(x) =
x(x? + 2bx + b?) + a(x? + 2bx + b?)

x(x +a)? + b(x + a)? ~ (x+a)(x+hb)

P(x) = =
x(x+b)2+a(x+b)> (x+b)?(x+a)

P(x) = X*+2
() X+b

BINOMIO DE NEWTON
DEFINICION

13 })

Es el desarrollo de un binomio elevado a la potencia “n”.

ANALISIS COMBINATORIO

FACTORIAL DE UN NUMERO

W »

Factorial de un numero “n” es el producto de los
numero consecutivos desde “1” hasta “n”. Se denota

asi: |£

o asi: n!

-73 -



Ejemplos:
i)] 5, se lee factorial de 5=1.2.3.4.5

ii) n!, se lee el factorialden=1.2.3 ...
.(n-1n

PROPIEDADES DE LOS FACTORIALES

12 Si|n_existe, el valor de “n” es entero y positivo.

2010 =1 y [L=1

3° Si el factorial de un ntumero es igual al factorial de
otro, entonces los niimeros son iguales.

Si: |i=|£
a=>h

4° Debe tenerse en cuenta que:

F
B

VARIACIONES

Cada una de las ordenaciones, coordinaciones o
arreglos que puede formarse tomando algunos o
todos de un nudmero de objetos, se llama una
variacion diferenciandose entre ellas bien en un obje-
to o bien en una diferente ordenacion de los objetos.

W»

De este modo, las variaciones de “n” elementos
tomados de “r” en “r” se puede hallar con la siguiente

formula:

Ejemplo:

En un campeonato deportivo, participan los equi-
pos a, b, ¢, d y e. Si los partidos son realizados
tanto en la sede de cada uno (“casa o “local”), co-
mo en la sede del otro equipo (“visitante”).
:Cuantos partidos se jugara en total?.

Se trata de hallar cuantas variaciones se puede
formarse de 2 en 2.

B L5 1.2.3.4.5
52 3 1.2.3

PERMUTACIONES

A% =20

73]

Se llama permutaciones de “n” objetos a los difer-
entes grupos que con ellos se puede formar, de man-
era que participando “n” objetos en cada grupo,

difieren solamnente en el orden de colocacion.

Ejemplo:

Hallar el nimero de permutaciones de las letras a,
b, ¢, d.

P, =4 =24

COMBINACIONES

Se llama asi a los diferentes grupos que se puede for-
mar con “n” elementos tomandolos todos a la vez o
de “r” en “r”, de manera que los grupos se diferen-
cien por lo menos en un elemento. Para determinar
el nimero de combinaciones de “n” elementos toma-
dos de “r” en “r”, se usa la siguiente formula:

Ejemplo:

¢De cuantas maneras se pueden combinar las
vocales a, e, i, 0, u tomadas de 2 en 2?

e
2|£|5-2 1.2.1.2.3

PROPIEDADES DE LAS COMBINACIONES

1.2.3.4.5

C =10

1° COMBINACIONES COMPLEMENTARIAS

Se dice que 2 combinaciones son complementarias

735 })

cuando el numero de combinaciones de “n” ele-
mentos tomados de “r” en “r” es igual al numero de
combinaciones de “n” elementos tomados de “n - r”

en “n-r”.
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2° SUMA DE COMBINACIONES

n n n+1
C+C_  =C
T r+1

r+1

3° PROPIEDAD SOBRE LOS INDICES

n
Si C, existe, luego:

138 1)

a) “n” y “r” son numeros enteros y positivos

b)n>r

4° DEGRADACION DE INDICES

Consiste en descomponer un numero conbinato-
rio en otro que tenga igual indice superior, pero
indice inferior disminuyendo en 1.

n n-r+1 n
C=—=C
T r -1

DESARROLLO DEL BINOMIO DE NEWTON
x+a)"

I3 )

Para exponente entero y positivo “n
METODO INDUCTIVO
(x+a) (x+b)=x*+(a+b)x+a.b

x+a)x+b)x+c)=x>+(@a+b+o)x?*

+(ab+ac+bo)x+ a.b.c
(x+a) (x+b) (x+0) x+d) =x*
+(@+b+c+dx
+(a.b+a.c+a.d+b.c+b.d+c.d)x?

+(@a.b.c+a.b.d+b.c.d+a.c.dx
+a.b.c .d

Por lo tanto, para “n” factores:

(x+a) (x+b)(x+0¢)... x+k) =x"
+ S x4+ S x4 Sx"3 4+ P

S,=Sumade las letras:a+b +c+ ... + k

S, = Suma de los productos de las “n” letras to-
madas de 2 en 2.

3]

S, = Suma de los productos de las “n” letras toma-
das de 3 en 3.

P, = Producto de todas las “n” letras.

Siia=b=c=...=k=

na2=n(n—1) 2
1.2

“a3 =n(n— D(n - 2)a3

S.=C
> 1.2.3

y asi, sucesivamente. Ademas:

Finalmente:

n n
(x+a)"=x"+C x"a+C,x"?a’

n
+Cyx"a’+. . +an

(X+a)“=x“+n.X“’l.;;1+Maz.x“‘2

1.2
nn-Dn-2) 5 4 N
p— 7 T3 x4+ +a

1.2.3
Ejemplo:
Desarrollar (x + a)?.
(x+a)t=x*+4x*a +Ma2 x*2

1.2
4(4-1)(4-2
+7( ) ) axt yat

1.2.3

(x +4)*=x* + 4ax + 62°x* + 4a°x + a*
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PROPIEDADES DEL BINOMIO DE NEWTON

10

20

3n

40

50

6n

70

80

90

10° Con respecto a las letras

CALCULO DE TERMINO GENERAL t

Su desarrollo es un polinomio completo de (n + 1)
términos.

Los coeficientes equidistantes de los extremos
son iguales.

El exponente de “x” en cada término es igual al
numero de términos que le siguen y el de “a” al
que le preceden.

El coeficiente del primer término es 1 y el coefi-
ciente del segundo término es igual al exponente
del primer término.

El coeficiente de cada término es igual al anterior
multiplicando por el exponente del “x’ anterior y

dividido por el del “a” anterior y aumentando en 1.

Si los términos del binomio tienen signos contra-
rios, los términos del desarrollo serdn alternativa-
mente positivos y negativos, siendo negativos los
que contengan potencias impares del término ne-
gativo del binomio. Basta sustituir en el dearrollo

[IP]

a” por “-a”.

Si los dos términos del binomio son negativos, to-
dos los términos del desarrollo seran positivos o
negativos, segin que el exponente sea par o im-
par. En efecto:

(x-a)"=[¢-D x+a)]"
=D (x+a)n

La suma de los coeficientes del desarrollo es igual
a 2 elevado a la potencia del binomio.

2=14+C +Co+Ci+ ..+ C

La suma de los coeficientes de los términos de
lugar impar es igual a la suma de los de lugar par.

“x”y “a”, el desarrollo

es un polinomio homogéneo de grado “n”.

(k+1)

k = lugar del término anterior al buscado

Ejemplo:

Hallar el término 10 del desarrollo de:

1 12
27x° + —
3x

PROCEDIMIENTO:
Notese que: n =12

ler. término: 27x°

2do. término: 1
3x

10

12 5)12-9 1 o
t,,= t9+l = C9 (27X ) (3—X)

121110 0y
1.2.3
t = 220x°

TERMINO CENTRAL

Se presenta 2 casos:

1)

2)

Cuando el exponente es par, de la forma (x + a)",
existe un solo término central, su lugar se calcu-
la asi:

2n 1 on41
2

Notar que, en este caso 2n es la potencia del
binomio.

Cuando el exponente es impar, de la forma:
(x + a)?™! existen 2 términos centrales, y sus
lugares se determinan ast:

ler. Término Central = (ZL;)” =n+1
2do. Término Central = —(Zn e )2 n+2
2

Notar que la potencia del binomio es (2n + 1)
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TERMINO DE PASCAL O DE TARTAGLIA

Permite determinar los coeficientes de desarrollo del
binomio . Se escribe en forma horizontal los coefi-
cientes del desarrollo de las sucesivas potencias del
binomio, resulta un triangulo aritmético que se llama
Pascal o Tartaglia.

Coeficientes de:

(x +a)° = 1

(x +a)t = 1 1

(x +a)? = 1 2 1

(x +a)? = 1 3 3 1

(x +a)* = 1 4 6 4 1

(x +a)° =1 5 10 10 5 1

y asi sucesivamente.
Ejemplo:
Desarrollar (x> + y*)°

PROCEDIMIENTO

Utilizando el tridangulo de Pascal, los coeficientes
del binomio a la 5ta. son:

1:;5;10 ;10 ;5 ;1

Luego:

(3 +yD7 = ()7 + 5(3)* (y) + 10(x3)? (yh)?
+10(x?)% (y*)? + 5(x%) (yH* + (yH)°

(x> +yH)7 = x5 + 5x12y* + 10x°%y® +10x%y!2

+ 5x%y!e

+y2
DESARROLLO DEL BINOMIO DE NEWTON CON
EXPONENTE NEGATIVO Y/O FRACCIONARIO

PROPIEDADES:

1° El numero de términos es infinito, y al desarrollo
se le conoce con el nombre de “Serie Binomica de
Newton”.

2° Para determinar el desarrollo de (x + a)" para un
numero “n” fraccionario y/o negativo, el valor de
“x” debe ser uno y ademas x > a. Los valores de a

deben estar en el rango 0 <a < 1.

3° Los términos del desarrollo con respecto a sus
signos, no guardan ninguna relacion.

4° Para extraer la raiz de un numero con aproxi-
macion por la serie binomica de Newton, se uti-
liza la siguiente relacion:

(1 +x)Vm=1] +1x
m
donde: 0 < x<1

Ejemplo: Hallar S\I 921,6

Se puede escribir:

5
1024 -102.4 = \/ 1024 (1 -M)

1024
1

5
=\/51024(1-L> =4(1_L.L>
10 5

10

=4 (1-0,02) =4(0,98) =3,92

V921,6 = 3,92

5° Para determinar el término general en el desar-
rollo se utiliza:

_n(n—l)(n—Z)...(n—k—l)X

= n-k ak
k+1 Ik_

Donde:
n = exponente negativo y/o fraccionario

k = lugar del término anterior al pedido
Ejemplo:
Hallar el término 2 del desarrollo de (1 - x)3
(-3)
ba =7
L[4

_ 22
t, =-3x

X3-1 (1)1

RADIACION

DEFINICION

Es la operacion que consiste en hallar una cantidad
algebraica llamada raiz, que al ser elevada a un cier-

- 77 -



to indice, reproduce una cantidad llamada radicando
o cantidad subradical. Es la operacion contraria a la
potenciacion.

Vi-q =

ELEMENTOS DE UNA RAIZ

A=q"

indice signo

subradical raiz enésima

SIGNO DE LAS RAICES

N =

2n

ﬂ: imaginario
"N = ()
"NO) =)

Donde: 2n = ntmero par
2n + 1 = numero impar

RADICACION DE EXPRESIONES
ALGEBRAICAS

RAiZ DE UN MONOMIO

REGLA:

1) Se extrae la raiz del signo, de acuerdo con la ley
de signos de un radical.

2) Se extrae la raiz del coeficiente.

3) Se divide los exponentes de las letras entre el
indice de la raiz.

Ejemplo:
5 10 205
ﬂ -32X10y202'5 — -2X5 y5 ZS — _2X2y4z-1
RAIZ CUADRADA DE UN POLINOMIO
REGLA:

1) Se ordenay completa el polinomio; luego, se agru-
pa los términos de 2 en 2, empezando por la
derecha.

2) Se halla la raiz cuadrada del primer término
(monomio o binomio) del primer grupo de la
izquierda, que sera el primer término de la raiz
cuadrada del polinomio. Se multiplica esta raiz por
si misma, se cambia de signo y se suma al poli-
nomio dado, eliminandose la primera columna.

3) Se baja los términos que forman el siguiente
grupo, se duplica la raiz hallada y se divide el
primer término de los bajados entre este duplo. El
cociente asi hallado es el segundo término de la
raiz. Este segundo término de la raiz, con su pro-
pio signo, se escribe al lado derecho del duplo del
primer término de la raiz formandose un binomio,
este binomio se multiplica por dicho segundo tér-
mino con signo cambiado, sumdndose este pro-
ducto a los dos términos que se habia bajado.

4) Se baja el siguiente grupo de términos. Se duplica
la parte de la raiz ya hallada y se divide el primer
término del residuo entre el primero de este
duplo, el cociente es el tercer término de la raiz.
Este tercer término con su propio signo se escribe
al lado del duplo de la raiz hallada y se forma un
trinomio, este trinomio se multiplica por dicho
tercer término de la raiz con signo cambiado y
este producto se suma al residuo.

5) Se continda el procedimiento anterior, hasta
obtener un resto, cuyo grupo sea una unidad
menor que el grado de la raiz o un polinomio idén-
ticamente nulo.

Ejemplo:
V 4x® - 4x% + 13x* - 10x> + 11x2 - 6x + 1
-4x6
- 4x> + 13x*
+4x° - x*t

+12x* - 10x° + 11x?

- 12x* + 6x3 - 9x?

2x3-x2+3x-1

2 (2x%) = 4x3

(4x3 - x?) (+x2)

2 (2x3 - x2) = 4x3 - 2x?
(4x3 - 2x?* + 3x) (-3x)

2 (2x3 - x2 + 3x) = 4x> - 2x? + 6%

-4x3 4 2x%2-6x + 1
+4x3 - 2x* + 6x -1

(4x3 - 2x%2+ 6x - 1) (+1)
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RAiZ CUBICA DE UN POLINOMIO

REGLA:

D

2)

3)

4)

Se ordena y completa el polinomio, se separa en
grupos de tres términos, emprezando por la
drecha.

Se extrae la raiz ctibica del primer término del
primer grupo de la izquierda (puede estar formado
por uno, dos o tres términos), que serd el primer
término de la raiz, este término se eleva al cubo y
se resta del primer término del polinomio dado.

Se baja el siguiente grupo formado por los tres
términos siguientes del polinomio y se divide el
primero de ellos entre el triple del cuadrado de la
raiz hallada, el cociente de esta division es el
segundo término de la raiz.

Se forma 3 productos:

¢ El triple del cuadrado del primer término de la
raiz.

e El triple del primer término de la raiz por el
cuadrado del segundo término de la raiz.

Ejemplo:

3
\/X" -6x° + 15x% - 20x3 + 15x% - 6x + 1
_x0
- 6x° + 15x* - 20x3

+6x° - 12x* + 8%

5)

¢ El cubo del segundo término de la raiz.

Se suma los resultados obtenidos, se cambia de
signo y se le suma a los tres términos del poli-
nomio que se habia bajado.

Se baja el siguiente grupo de términos, dividién-
dose el primer término del residuo entre el triple
del cuadrado del primer termino de la raiz, el co-
ciente es el tercer término de la raiz.

Se forma 3 grupos:

* El triple del cuadrado de la raiz hallada (1°y 2°
término) por el tercer término de la raiz.

e El triple de la raiz hallada por el cuadrado del
tercer término de la raiz.

¢ El cubo del tercer término de la raiz.

Se suma los productos obtenidos, se cambia de
signo sus términos y se les suma a los términos
del residuo. Se continta hasta obtener como
residuo un polinomio cuyo grado sea una unidad
menor que el doble del grado de la raiz.

x?-2x+1

3 (x%)? = 3x*

(-6x%) : (3x*) = -2x

+ 3xt - 12x3 + 15x% - 6x + 1

- 3x* +12x3 - 152 + 6x - 1

a) 3 (x2)? (-2x) =-6%°
b) 3 (x») (-2x)% = +12x*

c)

(-2x)3 = -8x>

= 6x° + 12x* - 8x3

BxH:BxH =1

a) 3 (x%2-2x)2 (1) =3x*- 12x3 + 12x?
b) 3 (x*-2x) (1)? = 3x?* - 6x
o) (1)3=1

=3x*-12x> + 15x% - 6x + 1

-179 -



DESCOPOSICION DE RADICALES DOBLES
EN SIMPLES

Donde: K=YVA2-B

Ejemplo: Descomponer en radicales simples:

A) Forma:

3445
PROCEDIMIENTO:
PR FETS e

Calculo de K:
K=VA2 -B=\32 -5=4 =2

Sustituyendo en (1):

V3+\/_5_=\/3+2 + 3-2

2 2

B) Forma:

Va+VB +VC + VD = Vx +Vy 2

Ejemplo:

Descomponer en radicales simples:

V104 2V6 + 2V10 + 215
PROCEDIMIENTO:

V10+2V6 +2V10 + 2915 = \Vx +y + vz

Elevando al cuadrado:

10+2\/67+2\/E+2\/g=x+y+z
+2\/;;+ 2\/;;+ 2\/)_72_

Identificando las partes racionales e irracionales:

x+y+z=10 (1)
2VX.y=2\/6_ =

2Vx .z =2N10 = x.z=10 3)

X.y=6 @)

20Vy.z=2N15 = y.z=15 4
Multiplicando: (2) por (3) por (4):

xy?22=(3.2)(5.2)(5.3)=22.32.52

x.y.z=2.3.5 5)
Sustituyendo (2) en (5): z=5
Sustituyendo (3) en (5): y=3
Sustituyendo (4) en (5): x=2

.'.\/10 + 2\/67+ 2\/5 + 2\/E= \/2_+ \/37+\/57

C) Forma:

VasVB -VC D=y =y =z

Se procede igual que la forma anterior.

D) Forma:

Llamando:

c=3a2-B

y=x>-C
Se resuelve A = 4x> - 3xC por tanteos para “x”.
Ejemplo:

3

7+5V2

PROCEDIMIENTO:

3
Primero: N7 + 5\/27= X + \/y_

Ahora cdlculo deC:

C=3V72-50=-1
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Sustituyendo valores en:

A =4x3 - 3xC
7 =4x>-3x (-1)
7 =4x> + 3x

Donde por tanteo:
x=1

Sustituyendo valores en:

y=x*-C
y=1"-(1)
y=2

3\J7+5\/2_=1+\/27

OPERACIONES CON RADICALES
CONCEPTOS BASICOS
RADICALES HOMOGENEOS

Son aquellos que tienen iguales indices.

Ejemplo:
Vxz2 ; S\lyzx ; i/X_

HOMOGENIZACION DE RADICALES

Es la operacion que se realiza para pasar radicales de
distinto indice, a radicales de indice iguales.

Ejemplo:
Homogenizar:
3 4 5
Nab ; \/bi; Vetd
PROCEDIMIENTO:

1) Se halla m ¢ m de los indices; éste sera el indice
comun.

mcm: 3, 4,5 =60
2) Se afecta del indice comun y se eleva cada canti-

dad subradical a un exponente que resulta de di-
vidir el indice comun entre su indice original.

60 60 60 60 60 60
\/<a2b>? ;\/(b3>7 ; \/(c‘*d)?

efectuando las operaciones se obtiene:

Rtopo . Rfpts - Rlspi
RADICALES SEMEJANTES
Son aquellos qie tienen igual indice e igual radicando.
Ejemplo:

3x¥3b ; 8y V3b ; 2 3b

TEOREMA FUNDAMENTAL DE LOS RADICALES

Si se multiplica o divide el indice del radical y el radi-
cando por un mismo numero, no varia el valor aritmé-
tico, pero el numero de valores algebraicos de las po-
sibles raizes queda multiplicado o dividido por ese
mismo numero:

Sea:

VB = b
multiplicando indice y exponente por “r”:

n.r

BmAr
notar que:
n : 143 kil z
B™ tiene “n” raices
nr . « ” .
B™r tiene “n . r” raices

OPERACIONES ALGEBRAICAS CON
RADICALES

SUMA Y RESTA DE RADICALES

Para sumar radicales semejantes basta sacar como
factor comun el radical; si no son semejantes, se deja
indicado.

Ejemplo:

3xV3b +8y%/i) +2 3b =%/i)(3x+8y+2)

MULTIPLICACION DE RADICALES

1) Cuando son homogéneos:
Va \B =Va B

2) Cuando tienen indices distintos.

Se reduce a un indice comun y se opera igual que
en el caso anterior, asi:
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DIVISION DE RADICALES
1) Cuando son homogéneos:
VA _xlA

B

VB

2) Cuando son homogéneos.

Previamente se homogeniza y se procede como se
indico en el caso anterior:

% Y Y

POTENCIAL DE RADICALES
(V)= Vpr

RAIZ DE RADICALES

FRACCION IRRACIONAL

Es aquella cuyo denominador tiene raiz algebraica.

RACIONALIZACION

Es una operacion que consiste en modificar un que-
brado en cuyo denominador hay una raiz algebraica
(fraccion irracional) y transformarla a otra que no
tenga raiz en el denominador.

FACTOR RACIONALIZANTE (F.R.)

El factor racionalizante de una expresion irracional
es también otra expresion irracional que, multiplica-
da por la primera, la convierte en una expresion
racional.

RACIONALIZACION DEL DENOMINADOR DE
UNA FRACCION

PRIMER CASO

Cuando la fraccion presenta, en el denominador,
radicales en forma de producto.

Ejemplo:

Racionalizar:

Va A

PROCEDIMIENTO:

Se multiplica numerador y denominador por el lite-
ral elevado a un exponente igual a lo que le falta al
exponente del literal para equivaler a la unidad.

De este modo:

1 1 a2 W

4
'\’a . ‘;’b3 a1/4 . b3/5 213/4 . bZ/S a.b

SEGUNDO CASO

Cuando la fraccion presenta en su denominador una
suma de raices algebraicas; para racionalizar, se uti-
liza el criterio denominado como la conjugada real.

Ejemplo:

i) Racionalizar:

b

m owm Ve
ol (aeb) (o -vb)

m m( B

Va +Vb a-b
. . . 1
ii) Racionalizar:
\/a_+ \/b7— Na + b
1 1

Va Vb -Vasb  [(Va s¥5)-Nas Dl

(V2 Vb «NaeD)
Na Vb +Vasb]

_ Na Vb +Vasb
(Va+3Vb )= (Va+b)?

(aeVb Vi) Yab
wWeb  Nab

=ﬂ(\/;+\/g+ \Ja+b)

2.a.b

- 82 -



TERCER CASO

Cuando la fraccion presenta en su denominador una
suma algebraica de radicales de indice superior a 2.
Se procede ast:

* Si el indice es una potencia de 2, se utiliza el cri-
terio de la conjugada en forma sucesiva.

¢ Si el indice es 3, es necesario tener en cuenta las
siguientes identidades:

arb=(a)+ ()’
-(Va +Vb) (Va2 ab +
a-b=(Va ) - ()’
~ () (as

)

3ab+ W)

Ejemplo:

Racionalizar: 1—
6 6
Va - Vb

Solucion:

Multiplicando por la conjugada y luego aplicando
las identidades anteriores se logra racionalizar:

vér

1

Va Ab

1
W) %
Va +Vb ( a’ +\/a_+\/_)
(R ) R eV )
(¥ 49) (5 Vb )

a-b

CUARTO CASO

Si el indice es mayor que 3, y pertenece a una de las
formas:

1)%¢ Vb

2) r‘\la“'l T n\la“'zb + n\la“'3 b?

= ‘n\l a™* b+ ... n‘\l bt

Previamente, debe recordarse que para todo valor
de 3 ”

(35 2 ) (6
+ Vadb? 4+ an“'l) =
Sin embargo, para valores impares de “n”:
(Ve ¥m) (R - Yoo
+ Vadb? -4

u ”,

W)=a+b

y, para valores pares de

(2/;+ W)(W - m
+W- +W)=a—b

Uno de los factores es utilizado como el ER.
Ejemplo: Racionalizar:

N

%+ﬁ;y +</g72+4\/;

. _ . 4
Si al denominador se le multiplica por Vx - Vy, se
obtiene x - y, por consiguiente el factor raciona-

lizante es Vx -Q/;
Ny

X-y

VERDADERO VALOR DE FRACCIONES
ALGEBRAICAS

CONCEPTOS

FRACCIONES DETERMINADAS
Son la siguientes:

0

]
a

a o
0 a’ 0

a
s T
o]

e}
;Ha

Estas formas determinadas son definidas como:

1) lim &= 2) lim & =0
X X
x—0 X —> 00
3) lim X - 4) lim =X =0
a a
X —> 0 a—> @
x—0
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5) lim = =0 6) hm%:oo
x—0 a— ©
x—0

La expresion: lim &
X
x—0

73 )

.y .. a .

Se lee: “limite de la fraccion — cuando “x” tiende
X

a cero”.

VERDADERO VALOR(V.V.)

Cuando para ciertos valores de la variable, una
expresion adquiere muchos valores, se dice que la
expresion es de la forma indeterminada. Por esta
razon, se busca su “verdadero valor”, siendo éste el
valor de otra que sea su equivalente. A este procedi-
miento se denomina “llevar indeterminacion.

FORMAS INDETERMINADAS
Matematicamente, no son definibles:

0 2 0. w ,0.0 17 0°

0
CALCULO DEL VERDADERO VALOR
A) FORMA %

Para levantar esta inderminacion debe tenerse en
cuenta que tanto en el numerador como en el
denominador esta el factor cero, que se debe de
eliminar, por lo tanto:

e Se factoriza el numerador y el denominador
buscando el factor cero (por ejemplo: x -a =0,

cuado “x” tiende a “a”).

¢ Se simplifica en el numerador y denominador
de la fraccion este factor.

* Se sustituye nuevamente x = a. Si persiste la in-
determinacion, se repite hasta hallar el verda-
dero valor.

Ejemplo:

Hallar el verdadero valor de la fraccion:

2
E = w , para X = 3
x2+x-12
PROCEDIMIENTO:
E.203)?-53)-3 _ 0

3)X+B)-12 0

Esta forma es indeterminada, quiere decir que en
el numerador y en el denominador hay un factor
de la forma “x - a”. Hay que factorizarlo y luego
simplificarlo.

1) Factorizando:

E_(2x+1)(x—3)
T (x+4) (x-3)

ese factor es: “x - 3”

2) Simplificando:

E=2x+l
X+ 4
3) Para x = 3:
.23+ 7
3+4 7
. VV.(E) =1

B) FORMA &

Para levantar la indeterminacion de esta forma, se
divide numerador y denominador entre la maxi-
ma potencia de la variable cuya presencia provo-
ca la indeterminacion.

REGLA PRACTICA:

1) Si el numerador es de mayor grado que el
denominador, el V.V. es » ; es decir:

st °IN| > °D| = VV(E)=x

2) Si el numerador es de menor grado que el
denominador. el V.V. es 0, es decir:

sii °IN| < °D| = VV(E)=w

3) Si el numerador y el denominador son de igual
grado, el V.V. es un cociente formado por los
coeficientes de los términos de maxima poten-
cia del numerador y denominador; es decir:

si: °l N | =°| D |, entonces:

Coeficiente de mayor grado de N

V.V.(E) =
Coeficiente de mayor grado de D

Ejemplo:
Hallar el V.V. de la fraccion:

23+ 3x2+3x+ 7
E= ; para x—00

6x°2x% +5x + 1
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Sustituyendo x por o: 3+L
E =

X
2(0) +3(0) +3(®) +7
k= =— 301
6() + 2() + 5() +1 2+;+;+\/2

Para x — oo:

Para levantar la indeterminacion se divide de
numerador y denominador entre la variable ele- 3 3V2

vada a su mayor exponente: ViV (B) =
02 4

3 2
2% 3x* 3x 7 D) FORMA 0 . ®
B R R
E= 6 2% 5x 1 Cuando una expresion algebraica toma la for-
St t3t3 ma 0 . ©, su V.V. se obtiene efectuando primero
X X x> x . L S
las operaciones indicadas y, luego, simplifican-
3 3 7 do y reemplazando x = a. Si subsiste la indeter-
24—+ S5+ minacion, se transforma a una de las formas
= x X X anteriores y se procede.
2 5 1
6 e e Ejemplo:
Hallar el verdadero valor de:
Para (x + o):
e (t 1) (e )
V.V.(E)=2+O+O+O=£=L x+3 3x-1/\x*+6x-16
6+0+0+0 6 3 para: x = 2
C) FORMA o - o© Procedimiento:
Cuando se presenta esta forma de indetermi- Para x = 2, se obtiene 0 . ( forma indeterminada)
nacion, se lleva a la forma oo/ y se procede Efectuando operaciones:
como tal.
Ejemplo: Eo|3X-1-x-3

7
x+8)x-2)

Hallar el V.V. de: (x+3)Bx-1)

2(x-2) 7
(x+3)3x - 1)] [(X +8)(x - 2)]

E=V2x?+3x+1 - x\/Z—; cuando x—® =

Sustituyendo:
Simplificando (x - 2):
E= 2(00)+3(00)+1-oo\/2—=oo-oo ”
Para levantar esta indeterminacion se multiplica y T (x+3)Bx-1(x+8)
divide por la conjugada de la expresion:

para: x = 2:

(V2X2+3X+1—X\/—Z_)(V2X2+3X+1 +X\/—2_) V.V. (E) = 14 -
E= (5) (5) (10) 125
(VZXZ +3x+ 1+ X\/Z—)

CANTIDADES IMAGINARIAS
CONCEPTOS

Efectuando:

2x2 + 3x + 1 - 2x2 3x + 1

= DEFINICION
\l2x2+3x+1+x\/; \l2x2+3x+1+x\/;

Cantidades imaginarias son las raices de indice par
Dividiendo numerador y denominador entre x: de cantidades negativas:
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Ejemplos:
D3
in -5
iii) \-64
UNIDAD IMAGINARIA

Segtin la notaciéon de Gauss:
V1=
de donde: i*=-1
Ejemplo:
V-16 =16 . \-1 = 4i
POTENCIAS DE LA UNIDAD IMAGINARIA
Dit= ()=
»it= (V-1)2=-1
3Nid=i2.i =
4 it=1i% .1
5)PP=it.i =i
6)i°=it.i*=-1
Ni'=it. d=4
8) i =1it.i

NUMEROS COMPLEJOS

Se llama asi a un numero de la forma “a + bi”, donde

(7]

a” y “b” son numeros reales.

COMPLE]OS IGUALES

Son los que tienen iguales sus partes reales e iguales
sus partes imaginarias.

Ejemplo:
a+bi=c+di

= a=c A
COMPLE]JOS CONJUGADOS

Son los que tienen iguales sus partes reales; e iguales,
pero de signos contrarios sus partes imaginarias.

Ejemplo:
z,=a+bi
z,=a-bi
COMPLE]JOS OPUESTOS

Son los que tienen iguales sus partes reales e imagi-
narias, pero de signos contarios.

Ejemplo:
z,=a+bi

z,=-a-bi

REPRESENTACION GRAFICA DE UN COMPLEJO
1) REPRESENTACION CARTESIANA

Ay, eje imaginario

y=a+bi

il L7, .

T >

1 X, eje real
Sea:y =a + bi

Unidad sobre el eje y: i

Unidad sobre el eje x: 1

2) REPRESENTACION POLAR O TRIGONOME-
TRICA

YA

o

Y

p = Va? + b> | médulo o radio vector.

0 = arco tg % argumento.

- 86 -



Con apoyo en la figura, la forma polar de a + bi,
se calcula ast:

a+bi=pcosB+ipsenB

a+ bi=p (cos B +isen 6)

Ejemplo:
Expresar en forma polar: 8 + 6i

PROCEDIMIENTO:

Se sabe que:
8+ 6i=p (cos O +1isen 0)
Calculo de p y 6:

p="a2+b2=\82+6% =10

0 b o

= arco tg P arco tg g = arco tg 3 _3r

4.
. 8+ 61i=10 (cos37° +1isen 37°)

OPERACIONES CON COMPLE]JOS
1) SUMA

zl=a+bi

zz=c+d1

z,+z,=(@+c)+(b+d)i

2) MULTIPLICACION
(a + bi) (¢ + di) = ac + adi + bci + bdi?
s (@a+bi)(c+di) =(ac-bd) + (ad + bo) i
En forma polar:
z,=a+bi=p, (cos 6, +isen6,)
z,=c+di=p, (cos 0, +isen0,)
z,.2z,=p, (cos B, +isen 0 ) p, (cos O, +isenH,)
=P, - pz[(cos 0, cos 6, - sen 6, sen 62)

+1 (sen 0, cos 0, + cos 0, sen 0,)

Zy o 2y S O ¢ pz[ cos (61 + 62) +1isen (6, + 62)]

3) DIVISION

Dividir z, : z,, si:
z, =a+bi
z,=c+di

Zy

a+b (a+bi)c-di)
2 c+di (c+dic-di)

2

_ (ac + bd) + (bc - ad) i

c? - d%?

Z_lz(ac+bd>+(bc-ad> ;
z c+d? 2+ d2)

2

Forma polar:

7z

z

p,(cos 0, +isen 0,) (cosO,-isen0,)

,  P,(cos B, +isenB,) (cosO,-isen0,)

z, p )
z_l = p_l cos (0, -0,) +isen (0, - 62)]

2 2

4) POTENCIA.- Formula de Moivre:

|[p (cos 0 +1isenB )]" = p" (cos nO + i sen nO )l

5) RAIZ

Q/p (cos 6 +1isen 0) =n\/p_[cos<e—+n2Kn)

+1sen (M)]
n

Donde K=0,1,2,3,...,(n-1)

DETERMINANTES
MATRIZ

Matriz es una herramienta matematica que permite,
en principio, resolver ecuaciones simultaneas de
primer grado.

DEFINICION

Matriz es todo arreglo rectangular de elementos del
conjunto de numeros reales, vectoriales, tensores,
numeros complejos, etc. colocados en filas y en
columnas perfectamente definidas.

Ejemplos:

a b
i)A=

c d
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1 2 3

i)B=| 4 9 5 173

V2 3 7 6

DTERMINANTE
DEFINICION

Determinante es el desarrollo de una “matriz cuadra-
da”; se le representa simbolicamente encerrando la
matriz entre dos barras verticales.

ORDEN DEL DETERMINANTE

El “orden” del determinante, como es una matriz
cuadrada, esta expresado o por el numero de “filas”
o por el namero de “columas” que tiene la matriz.

La “matriz” es “cuadrada” cuando el numero de filas
es igual al numero de columnas.

DETERMINANTE DE SEGUNDO ORDEN

A = valor del determinante

elementos del determinante: a,, a,,

b, b,

COLUMNAS  : (a,b)) y (a,b,)
FILAS : (a;a,) y (b;b,)
DIAGONAL : (a; b))
PRINCIPAL

DIAGONAL  : (b;a,)
SECUNDARIA

VALOR DEL DETERMINANTE DE SEGUNDO
ORDEN

Es igual a la diferencia de los productos de la diago-
nal principal y diagonal secundaria.

diagonal
secundaria
/ (‘)
a, a,
A= >< =ab, -ba,
bl b2
(+)
diagonal
principal
Ejemplo:
-3 45
A= =(-3)-7) - (+2)(+5)=21-10=11
+2 -7

DETERMINANTE DE TERCER ORDEN

Es el desarrollo de una matriz cuadradade 3 filas y 3
columnas.

METODOS PARA HALLAR EL VALOR DE
UN DETERMINANTE

Para determinar el valor de determinantes de 3°
orden u orden superior, se utiliza la “Regla de Sarrus”
o el método de “menores complementarios”.

REGLA DE SARRUS

1) Se repite las filas primer y segunda debajo de la
tercera.

2) Se toman con signo positivo la diagonal principal
y sus paralelasy con signo negativo la diagonal
secundaria y sus paralelas.

3) Se efecttian las operaciones con los signos con-
siderados.

al\a2/3 o
G
a, a, a, b, b, bs/ )
X X M
A=|b, b, by =|¢” ¢ Cy
N
¢, ¢ G all>(zlz>(a3 )
SN R
bl b2 b3
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A=ab,c,+bcya; +cab,-cb,a, -achb,-bac,

Ejemplo: Desarrollar:

)
1 2 3 4\ 5/-6//
XX pr®
A=l 4 5 6| =] 7 8><9\\
7 8 9 1><z 3] @
/ \ >\(+)
4 5

A=1.5.9+4.8.3+7.2.(-6)-7.5.3
-1.8.(-6)-4.2.9
A=45+96-84-105+48-72

A=-72
FORMA PRACTICA
DE LA REGLA DE SARRUS
e ~~~‘~\\
L \ ) \ ’
bl bZ b3
\ \ \
¢ - c, c, \‘
con signo (+)
a, a, a, ;
B / / .
b, b, b, |
' ¢ c, c,
con signo (-)

MENOR COMPLEMENTARIO

El menor complementario de un elemento de un
determinante, es otro determinante de menor orden,
que resulta despties de suprimir en el determinante
los elementos que pertenecen a la fila y la columna
de dicho elemento.

Ejemplo:

Escribir el menor complementario del elemento
b, en el siguiente determinante:

A, = menor complementario de A del elemento b,.

1) Si la suma es par el elemento tiene signo (+).

2) Si la suma es impar el elemento tiene signo (-).

Ejemplo:
4 4 4
A= | b, b, b,
G ) G

El elemento “c,” pertenece a la 3ra. fila: 3y a la
2da. columna: 2, luego:

S=3+2=5 = signo(-)

El elemento “a,” es de la 1ra. fila: 1y de la 3ra.
columna: 3, luego:

S=1+3=4 = signo(+)
DESARROLLO DE UN DETERMINANTE POR
MENORES COMPLEMENTARIO

“ Todo determinante es igual a la suma algebraica de
los productos que se obtiene multiplicando cada
uno de los elementos de una linea cualquiera (fila
0 columna) por sus respectivos menores comple-
mentarios, colocando a cada producto el signo del
elemento”.

- 890 -



Ejemplo:

Hallar el valor del determinante.

1 4 2
A= 3 4 5
9 16 25

Desarrollandolo por menores complementarios,
tomando la primera fila.

4 5 3 5 3 4

A=(1) -4 +(2)

16 25 9 25 9 1o

A = (1)(100 - 80) - (4) (75 - 45) + (2)(48 - 36)
A=20-120+24=-76

PROPIEDADES DE LOS DETERMINANTES

1° Si en un determinante se cambia las filas por co-
lumnas y las columnas por filas, el valor de deter-
minante no se altera.

2° Si en un determinante se intercambia entre si dos
filas o dos columnas, el determinante cambia de

signo.
a; A a, b,
A= -
b, b, a, b,
4,  a a, a4
A= -
b, b, b, b,

3° Si el determinante tiene dos filas o dos columnas
iguales, el determinante es igual a cero.

a, a, a,

A=| b, b, by | =0
1 P2 B
a, a, a,

A= p by by | =0
1 P2 B

4° Si en un determinante se multiplica o divide
todos los elementos de una fila o una columna
por un mismo numero, el determinante queda
multiplicado o dividido por este nimero.

Sea:
a, a,
A=
bl b2
Si:
na, a,
A=
nb, b,
. A =nA

1

ECUACIONES Y SISTEMAS DE
ECUACIONES

DEFINICION

Ecuacion es una igualdad que contiene una o mds in-
cognitas.

CLASES DE IGUALDAD

Hay dos clases de igualdad: absoluta y relativa.

A) IGUALDAD ABSOLUTA

Llamada también identidad o igualdad incondi-
cional, es aquella que se verifica para cualquier
valor de sus letras.

Ejemplo:
x+a)(x+b)=x*+(a+b)x+a.b
B) IGUALDAD RELATIVA o ECUACION

Llamada también igualdad condicional, es aquella
que se verifica para algunos valores particulares
atribuidos a sus letras, llamadas incognitas.

Ejemplo:
3x+6=0

se verifica solo para: x = -2
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PRINCIPIOS FUNDAMENTALES DE LAS
IGUALDADES PARA LA TRANSFORMACION
DE ECUACIONES

ler. PRINCIPIO

Si a ambos miembros de una ecuacion se les suma
o resta un mismo valor, la ecuaciéon no varia.

A=B < A+n=B=x+n

2do. PRINCIPIO

Si a ambos miembros de una igualdad se le mul-
tiplica o divide por un ntmero independiente de
“x”, distinto de cero y distinto de infinito, la
ecuacion no varia.

A=B = A . n=

A=B = A
n

n=0ns=o

3er. PRINCIPIO

Si ambos miembros de una ecuacion son elevados
a una misma potencia o se les extrae la misma
raiz, la ecuacion que resulta parcialmente es la
misma.

Sea:

Si:

VA =\B
entonces, se puede escribir:

A"-B"=0

A =B ;

Factorizando por cocientes notables:

(A -B) (A™! + A™2B + A"3B2 +. ..
+AB™2 + B*1) = 0

De esta ultima igualdad se obtiene, igualando, los
factores a cero:
A-B=0 A=B

A"+ A™2B + A"SB2 4 ...+ AB™2 + B = 0

(Ecuaciones introducida que da soluciones
extranas)

ECUACIONES DE PRIMER GRADO CON
INCOGNITA

Son aquellas que pueden reducirse a la forma:

ax+b=0

Solucién: x = -

» o

SISTEMA DE ECUACIONES

Es un conjunto de dos o mas ecuaciones verificadas
para un mismo juego de valores de las incognitas.

CLASIFICACION DE LOS SISTEMAS DE
ECUACIONES

a) Compatibles:

Cuando el sistema tiene soluciones. A su vez,
puede ser:

e Determinadas: Numero de soluciones limitado.
¢ Indeterminadas: Muchas soluciones.
b) Incompatibles:

Cuando el sistema no tiene ninguna solucion

SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES

Son aquellas cuyas ecuaciones son de primer grado.

Ejemplo:

ax+by=c

ax+by=c,

METODOS PARA RESOLVER SISTEMAS DE
ECUACIONES LINEALES

1) METODO DE SUSTITUCION:
PARA DOS ECUACIONES

De una de las ecuaciones se despeja una de las
incognitas en funcion de la otra y se sustituye este
valor en la otra ecuacion, obteniéndose una
ecuacion con una sola incognita.

El valor de la incognita obtenida de esta ultima
ecuacion se reemplaza en cualquiera de las dos
ecuaciones del sistema y se obtiene el valor de la
segunda incognita.
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2

~

Ejemplo:
2x + 5y = 26 (D)
3x -4y =-7 2)
De (1):
26 - 5y
X =
2

Sustituyendo en (2):

2 -5
3. y

-4y =-7

78 - 15y - 8y =-14
Ty=4
Sustituyendo en (1):
2x+5.4=26
“x =3
METODO DE IGUALACION:

PARA DOS ECUACIONES

De las dos ecuaciones se despeja una misma
incognita en funcion de la otra y se iguala ambas,
obteniéndose una ecuacion con una sola incogni-
ta; el valor obtenido de esta ultima ecuacion se
reemplaza en cualquiera de las dos ecuaciones del
sistema y se obtiene el valor de la otra incognita.

Ejemplo:
2x + 5y = 26 @D)
3x -4y =-7 2)
De (1):
26 - 5y
X =
2
De (2):
-7 + 4y
X=—
3

Igualando estas ultimas:

26 -5y -7T+4y

2 3

3

4

)

~—

Sustituyendo en (1):

2Xx+5.4=26
wx=3

METODO DE REDUCCION:
PARA DOS ECUACIONES

Consiste en hacer que los coeficientes de la
incognita que se quiere eliminar en ambas ecua-
ciones sean iguales, para lo cual se multiplica una
de las ecuaciones por el coeficiente de la misma
incognita de la otra ecuacion, luego se suman o
restan segun convenga.

Ejemplo:

2X + 5y = 26 Y]

3x -4y =-7 2)
Para eliminar “x”, se multiplica (1) por 3 y (2)
por 2, asi:

6x + 15y = 78 3)

6x - 8y = -14 (€))

Restando (3) - (4):

23y =92
ny=4

Sustituyendo en (1): 2x + 5.4 = 26
“x=3

METODO DE LOS DETERMINANTES:
REGLA DE CRAMER

En todo sistema de ecuciones determinadas, el
valor de cada incognita se puede calcular medi-
ante una fraccion, cuyo denominador es el deter-
minante del sistema, siendo el numerador este
mismo determinante en el que se ha reemplazado
la columna de los coeficientes de la incognita por
los términos independientes. Asi:

Ax

AS

Ay
AS

Ejemplo:
Resolver: 2x + 5y = 26
3x -4y =-7
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AS = determinante del sistema: 4x%-3x + 5 =2x%-4x + 26

2 5 2x2+x-21=0
=-8-15=-23 ) .
3 4 Factorizando por aspa:
2x 7
Ax = determinante de x: ><
X -3
26 5

= -104 - (-35) = -69 (2x+7) (x-3)=0

Igualando a cero cada factor:

. Si:2x+7=0 = X, =-3,5
Ay = determinante de y:

Siix-3 =0 = x =3

2 26
=-14-78=-92 2) APLICANDO LA FORMULA GENERAL
3 -7
X_-b: \b? - 4ac
X = A_X =_6_9 =3 2a
As -23
Esta formula se recomienda aplicar cuando la fac-
_ A_y _ '9_2 _ torizaciéon no es inmediata.
YA T3
Ejemplo:
ECUACIONES DE SEGUNDO GRADO Y Resolver la ecuacion: 4x?* - 5x = 19

ECUACIONES BICUADRATICAS
PROCEDIMIENTO:
ECUACIONES DE SEGUNDO GRADO

Una ecucion de segundo grado o cuadratica es de la
forma:

Igulando a cero:
4x*-5x -19=0

donde:a=4 ; b=-5; ¢=-19
ax’+bx+c=0
Aplicando la férmula:

RESOLUCION DE UNA ECUACION DE

SEGUNDO GRADO CON UNA INCOGNITA -(-5) = \/(-5)2 -4 .4 .(-19)
X =
Se resuelve de dos formas: 2(4)
1) FACTORIZANDO MEDIANTE EL ASPA 54 «l329
SIMPLE X = 8—
Ejemplo: Resolver la ecuacion: de donde se obtiene dos raices:
‘I-X2—3X+5_2 5 +V329
x-2x+13 = 8
PROCEDIMIENTO:
5 -N329
Efectuando, ordenando e igualando a cero: X, = ~ 8
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DISCUCION DEL VALOR DE LAS RAICES

Las raices de una ecuacion de segundo grado depen-
den de la cantidad sub-radical, llamada “discrimi-
nante” o “invariante” y se le representa por la letra
griega “delta”.

A =Db’ - 4ac
1) Si A > 0, se obtiene dos raices reales y desiguales.
2) Si A =0, se obtiene dos raices reales e iguales.

3) Si A < 0, se obtiene dos raices complejas y conju-
gadas.

PROPIEDADES DE LAS RAICES

Sea la ecuacion ax? + bx + ¢ = 0, con raices:

b+ Vb - 4ac
X =—

! 2a

< _-b -\b? - 4ac

S —
2a

1° SUMA DE RAICES

3° PARA UNA ECUACION CUBICA

X +bx?+cx+d=0

con raices:
X X Xy

se cumple:
X, +X,+X,=-b
Xl.X2+X1.X3+X2.X3=C
X, . X, . Xy =-d

FORMACION DE UNA ECUACION DE
SEGUNDO GRADO

»

Si “x,” y “x,” son las raices de una ecuacion de
segundo grado. la ecuacion originaria se forma asi:

x*- (%, +%) x+(x,.%,) =0

Ejemplo:

Sean x, = -4 y x, = 3, escribir la correspondiente
ecuacion de segundo grado.

PROCEDIMIENTO:
X-(4+3)x+(-9 (3)=0

x?+x-12=0

ECUACIONES BICUADRADAS

Son ecuaciones de 4° grado de la forma:
axt+bx?+¢c=0

Se resuelve de dos maneras:

a) Factorizando e igualando a cero.

b) Haciendo x?* =y, lo que transforma a la ecuacion
bicuadrada a una de segundo grado de la forma:

ay’ +by +c=0

cuyas raices son:

v _-b+Vb?-4ac

! 2a

_b- Vb2 - 4ac

2 2a

pero x* =y, luego x = = \y ; resultando entonces
4 raices:

x =22 -t
=

3 2a
-b - Vb? - 4ac
= 2a
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PROPIEDADES DE LAS RAICES DE UNA
ECUACION BICUADRADA

SUMA DE RAICES:

X +X + X +%x,=0

17T A
PRODUCTO:
c
X)Xy Xy Xy = o
PRODUCTOS BINARIOS:
X)Xy + Xy X4=%

FORMACION DE UNA ECUACION BICUADRADA

- XXy Xy

4 2
X +(X1.X +X3.X4)X +x

2 1

Ejemplo:
Sean las raices X’ =+ 4 y x”==%2

¢Cual es la ecuacion bicuadrada)

PROCEDIMIENTO:
Sean: x, = 4 x, = -4
X, =2 X, =-2

3
Luego aplicando la formula de cosntruccion:

X+ [ +Q QI +@H (4 () (2)=0

xt-20x2+64=0

ECUACIONES RECIPROCAS

Son de la forma:

Ax* + B+ Cx*+Bx+A =0

Es decir, sus coeficientes equidistantes del centro
son iguales.

Reciben este nombre porque no varian cuando se
cambia “x” por su reciproco “1/x”.

Ejemplo:
Resolver: 6x* - 25x> + 12x% - 25x+ 6 =0
PROCEDIMIENTO:

Se factoriza x*:

x2(6x2-25x+ 12-§+6—> -0
X x?

)(2[6(x2 +;—2) -25 (X+%) + 12] =0 (A)

hacemos:

1

x+6=y

para elevarlo al cuadrado:

x2+$=y2—2 2)

Sustituyendo (1) y (2) en (A):
x2[6(y?-2) - 25y +12] =0

x2(6y? - 25y) =0

x2%y(6y - 25) = 0

Reponiendo el valor de x:

XZ(X + %) [6(x + %) - 25]: 0

Igualando los factores a cero, solo el ultimo factor
arroja resultados validos:

x, = 3,91098
x, = 0,25569

ECUACIONES BINOMIAS Y TRINOMIAS
1) BINOMIAS

Son de forma: Ax"+b=0

Se resuelve factorizando e igualando cada factor a
cero o mediante la formula de Moivre.

Ejemplo:
8x>-27=0

la cual también se puede escribir también como:
(2x)>-(3)’=0

factorizando:

2x-3)[(2x)?* + 2x)3) + (3)*] =0

2x-3)4x*>+6x+9) =0
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Gi2%-320 = x =3 PROCEDIMIENTO:
2 Obsérvese que las cantidades subradicales son
Sii4x2+6x+9=0 = inversamente iguales, luego llamado a:
x*-2x+ 14
34330 -3-3\3i a2
X, = — Xy=—
4 4
X*+4x+2 1
2) TRINOMIAS N\ et ” y
Son de la forma: Ax’" +Bx"+ C=0 .. La expresion propuesta se escribe:
Se resuelve cambiando x" =y, y se transforma en y+ L2
una ecuacion de segundo grado. y
; ) yi-2y+1=0
Ejemplo:
Resolver: x8-15x*-16=0 (y-1D?=0
de donde:
PROCEDIMIENTO: y=1

Con este valor:
Llamando: x* =y (a)

Luego: X2_2$14.=]_
\ X+ 4x + 2

y?-15y-16=0

x2-2x+ 14 1
de donde: CrAxtd
y, =16 ; y,=-1
xX2-2x+ 14 =x>+4x+ 2
Sustituyendo estos valores en (a): primero, y = 16; 6x =12
luego,y =1 x=2

Dxt=16 = (x*-16)=0 = (x+2) (x-2) DESIGUALDADES E INECUACIONES

(x+2D)(x-2i)=0 DESIGUALDAD

De donde: Es una relacion que establece que dos cantidades

tienen diferente valor. Los signos usados son:

> mayor que

A

menor que
D xt=-1 = x=\4/j=i < igual o mayor que

> igual o menor que
ECUACIONES QUE SE RESUELVEN
MEDIANTE ARTIFICIO PROPIEDADES DE LA DESIGUALDADES

1° Si ambos miembros de una desigualdad se suma o
resta una misma cantidad, la desigualdad no cam-
bia de sentido.

Mediante el empleo de incognitas auxiliares se llega
a una ecuacion de forma conocida.

Ejemplo: Resolver: asb - a+m >bsm
2-2x+ 14 24 dx 42 2° Si ambos miemerS de una desigualdaq son mul-
= tiplicados o divididos por un mismo namero po-
Xt +4x+2 x*-2x + 14

sitivo, la desigualdad no varia.
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a>b
también:
a.m>b.m v i>£;sim>0
m
Si ambos miembros de una desigualdad se multi-
plica o divide por un mismo numero negativo, la

desigualdad cambia de sentido.

a>b
a b

sin<0=a.n<b.nv & <=
n n

Si se suma miembro a miembro varias desigual-
dades del mismo sentido, el resultado es una
desigualdad del mismo sentido.

a>b
c>d

a+c>b+d

Si se multiplica o divide miembro a miembro
varias desigualdades del mismo sentido, cuyos
miembros son positivos, se obtiene una desigual-
dad del mismo sentido:

a>b

c>d
a.c>b.d v i>£
c d

Si ambos miembros de una desigualdad son ele-
vados a una misma potencia impar, el sentido de
la desigualdad no varia.

a> b = a2n+1 > b2n+1

Si ambos miembros de una desigualdad se eleva a
una misma potencia par, siendo los dos miembros
negativos, se obtiene una desigualdad de signo
contrario.

a>b <= a? < b2

< a<0yb<0

Si ambos miembros de una desigualdad se les
extrae una misma raiz de indice impar se obtiene
una desigualdad del mismo sentido.

2n+1 2n_+\1/_
a > b

a>b =

CLASES DE DESIGUALDADES
1) ABSOLUTA

Cuando se verifica para cualquier valor de sus
letras.

Ejemplo: (x-3)*+9>0

2) RELATIVA O INECUACION

Cuando se verifica solo para valores determina-
dos de sus letras.

Ejemplo: 5x-9>11

solo se satisface para x > 4.

INECUACIONES DE PRIMER GRADO CON
UNA INCOGNITA

Son de la forma:

ax+b>0

ax+b<0

SOLUCION DE UNA INECUACION

Es todo valor de la incognita o conjunto de valores de
las incognitas que verifican la desigualdad.

Las soluciones se expresan en intervalos abiertos o
cerrados.

INTERVALO ABIERTO

Es el conjunto de soluciones limitados por los
valores a y b, sin incluir estos valores:
Se denota ast:

(a,b)
Ejemplo:

El intervalo ( 2, 5 ) significa que x tiene todos
los valores entre 2 y 5 pero no incluye a éstos;
es decir, los valores son solamente 3 y 4.

INTERVALO CERRADO

Es el conjunto de soluciones limitados por val-
ores a y b, incluyendo a éstos.

Se representa asi:

[a, b]
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Ejemplo:
El intervalo [3, 8] significa que x tiene todos

los valores entre 3 y 8, inclusive estos valores;
es decir, los valores son 3; 4; 5; 6; 7; 8.

VALOR ABSOLUTO

Se representa asi: | x |

y, se define:

SISTEMA DE INECUACIONES CON UNA
INCOGNITA

Para resolver este sistema se sigue los siguientes
pasos:

(1) Se halla las soluciones de cada inecuacion en
forma separada.

(2) Se compara, para establecer las soluciones comu-
nes a todas las inecuaciones.

(3) Se grafica, las soluciones en la recta numeérica
para facilitar la solucion:

Ejemplo:
3X 5.7 (1
4
X 435x-9 )
2
PROCEDIMIENTO:
Con la (1):
3x-20 > 28
3x > 48
x> 16 (3)
No incluye al 16
Con la (2):
X+6>2x-18
-X > -24
X < 24 C))

No incluye 24

Solucion gréfica:

‘—O—O—>

- >
< >
© +

16 24 00

INECUACIONES DE SEGUNDO GRADO

Son de la forma:

ax?+bx+c>0

ax’+bx+c<0

Se presenta 3 casos:
ler. CASO .- Cuando la inecuacion es:
ax’+bx+c>0

Se factoriza el trinomio. Suponiendo que se pue-
de factorizar asi: p(x - rl)(x - rz) >0

Para que esta desigualdad se verifique, ambos fac-
tores o son positivos o son negativos, y las solu-
ciones seran las siguientes:

(1) si son positivos:

X-r1>0 X >T

x—r2>0 X >T,
(2) si son negativos:

X—I'1<O X <T

x-1,<0 LX<,

Ejemplo:

Resolver: x* - 7x + 12 >0

Procedimiento: factorizando el trinomio:
x-4(x-3)>0

(1) si son positivos:

x -4>0 TXx>4

x -3>0 " X>3
(2) si son negativos:

x -4<0 wx<4

x -3<0 wx<3

Conclusion:

Lasoluciones:x>4 v x<3

0 34

-0
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2do. CASO.- La inecuacion es:

ax?+bx+c<0

Andlogamente a la anterior, se factoriza, supo-
niendo que se puede factorizar ast:

(x - rl)(x - rz) <0

Para que esta desigualdad se verifique, un factor
debe ser positivo y el otro negativo y las solu-
ciones seran las siguientes:

Si: x-1,<0
X-1,>0
Si: x-1 >0
x-1,<0
Ejemplo:

= X<I'1
= X>1”2
= X>1”1
= X<r

Resolver: x? - 9x + 18 < 0

Procedimiento: Se factoriza el trinomio:

(x-6) (x-3)<0

Si:x-6>0 =

x-3<0 =

Si:x-6<0 =

X-3>0 =

X >0
No hay
soluciéon comun
Xx<3
X <6
Solucion
3<x<6
X >3

En forma de intervalo: x¢& (3;6)

Graficamente:
—O—O—>
-0 03 6 oo

3er. CASO.- Cuando la inecuacion es ax? + bx + ¢ >
0 y tiene sus raices complejas, solamente se verifica
para ese sentido porque se trata de una desigualdad

absoluta.

Ejemplo:

Resolver: x> + x + 1 > 0
PROCEDIMIENTO: Se iguala a cero:

x2+x+1=0
1443 i 1-\3 i
x1=2— X2=2—

Las raices son complejas. Por otra parte:

x2 + 2 (x) (i)+1>0
2

x? + 2 (x) (i>+1—+3—>0
2) " Ty

(X+L)2+i>0
2 4

expresion que verifica la desigualdad absoluta.

PROGRESIONES
DEFINICION

Son sucesiones de numeros o términos algebraicos
en las cuales cada tres términos consecutivos forma
una proporcion continua, que puede ser aritmética o
geométrica.

A) PROGRESION ARITMETICA “P.A.” o
“POR DIFERENCIA”

Es una sucesion de numeros en la cual cada uno
de ellos se obtiene sumdndole al anterior una can-
tidad constante que se llama “razon”.

Sea la progresion aritmética:

L S SO ST ST

Se denota:  t; = primer término

W »

t = término de lugar “n
r = razon
n = numero de términos

I3 )

S, =suma de “n” términos.

Por definicién:

t =t ,+r = r=t -t
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Una PA. es creciente cuando la razon es positiva;
es decreciente, cuando la razon es negativa.

r > 0 : creciente

r < 0 : decreciente
PROPIEDADES

1° Términos cualquiera:

t=t+(m-1Dr

2° Las sumas de términos equidistantes de los extre-
mos son iguales.

Sea la PA.:

L+t =t +t
n= p g

(a) Término central:

_t1+tn

2

t

©

(b) Un término cualquiera es media aritmética
entre el anterior y el posterior:

Lty

t =
2

2

73]

3° Suma de los “n” primeros términos:

(t1 + tn)n
o
O:
[Zt1 +(@m- Drln
" 2
INTERPOLACION

Es la operacion de hallar los términos de una pro-
gresion aritmética entre otros dos. Por ejemplo,
entre ay b.

Razon para interpolar:

Donde:

[IP]

a” y “b” son términos dados de una proresion
aritmética.

“m” es el namero de términos a colocar entre “a”
y Lib”‘

Ejemplo:

Interpolar 4 medios aritméticos entre los
nuameros 5y 20.

Razoén para interpolar:

La PA. completa sera:
:5:8:11:14:17:20
PROGRESION GEOMETRICA “P.G.” o “POR
COCIENTE”

Es una sucesion de numeros en la cual el primero es
distinto de cero y cada uno de los términos siguien-
tes se obtiene multiplicando al anterior por una can-
tidad constante llamada “razon”.

Sea la progresion geométrica:

Se denota:  t

[T ]

t = término de lugar “n

q = razon
n = numero de términos
S, = suma de “n” términos
P, = producto de “n” términos
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Ejemplos:
i)::2:10:50:250
Donde: q =5

Es una progresion creciente porque q > 1.
ii)::16:8:4:2
Donde: q = L
2
Es una progresion decreciente porque q < 1.

PROPIEDADES

1° Término cualquiera:

- -1
t=t.q"

2° El producto de los términos equidistantes de los
extremos es igual al producto de los extremos:

: 2:"':tp:“':[q:"':tn-l:tn

a) Término Central:

Vt, . t

tcentral =V oh

b) En una PG. de tres términos el segundo es
media geométrica entre el primero y el tercero.

L=\t . t

-4 2 Ny

3° Producto de “n” primeros términos:

4° Suma de “n” primeros términos:

(q.t)-t
n "~ q']-
o:
"1
S =t - -
q-1

5° El limite de la suma de los términos de una PG.
decreciente ilimitada es:

t1
lim S =
l-q
INTERPOLACION
Razon para interpolar:
m+1 b
q; = a

Donde:

m = ndmero de términos para interpolar.

[7PRt]

a” y “b”: ntumeros entre los cuales se interpola
“m” términos.

Ejemplo:
Interpolar 3 términos entre L y L
16 ° 256
Donde:
b= 1— ; a= L : m=3
256 16

- q=3+1 1_/L= “1fL=L
' 256 16 16 2

Luego, la PG. sera:

LOGARITMOS
PRINCIPALES CONCEPTOS
DEFINICION

Se llama logaritmo de un numero, en una base dada,
positiva y distinta de la unidad, al “exponente” a que
debe elevarse la base para obtener el numero dado.

blong =N

|1ong=x| = |b*=N | =

SISTEMA DE LOGARITMOS

Hay muchos sistemas de logaritmos, que se diferen-
cian segun la base que se elija. Los sistemas mads
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[1pt)

comunes son el Nepariano de base “e
de Briggs, de base 10.

y el vulgar, o

e=2,718281...

PROPIEDADES DE LOGARITMOS

1° Solo existe logaritmos de base positiva y diferente
de 1.
b>1

2° En el campo de los numeros reales no existe log-
aritmos de ntimeros negativos.

3° a) Si la base es mayor que la unidad:
10gb o = 400 y logb 0=-»
b) Si la base es menor que la unidad:
log, o = - y log 0=0

4° En todo sistema de logaritmos:

log, b=1

5° En todo sistema de logaritmos:

log,1=0

6° Logaritmo de un producto:

logb A.B= logbA + logbB

7° Logaritmo de un cociente:

log, % =log, A -log, B

8° Logaritmo de una potencia:

logb At =n logb A

9° Logaritmo de un radical:

N log, A
log, VA = -

10° En todo sistema de logaritmos, si se eleva a la
base y al numero a una potencia “n” o a una raiz
“n”, el resultado no varia.

log, N =log,n N" = log W
Vb

COLOGARITMO

Cologaritmo de un numero, en una base “b”, es el
logaritmo de la inversa del niumero en la misma base;
o también, es igual al logaritmo del mismo ntimero
en la misma base, precedido del signo menos.

colog, N = log, (%) =-log,N

ANTILOGARITMO

Antilogaritmo es el ntimero que dio origen al logaritmo.

Antilog, x = b*

Antilog, log, N =N

CAMBIO DE UN SISTEMA DE LOGARITMOS A
OTRO

Férmula que permite conocer al logaritmo de un
numero en base “b”, conociendo el logaritmo del
numero en base “a”.

LOGARITMOS COMO PROGRESIONES

Sean las progresiones geométrica, de razon “q” y pri-
mer término “1”; y aritmética, de razéon “r” y primer

término “0”, cuyos términos se corresponden:

PG. ::1l:q:q?:¢:q":....q"

PA. :0.r.2r.3r.4r.....nr
se tiene:
log, 1 =0
log, q=r
log, q* = 2r
log, q" =nr
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BASE DEL SISTEMA DE LOGARITMOS
DEFINIDO POR UNA P.G. Y UNA P.A.

De la conclucion anterior:

log, q"=nr =

qn = bnr

b=Vq

La base de todo sistema de logaritmos es igual a

la raiz “r” de la razon “q” de la PG., siendo “r” la
razon de la PA. cuyos términos se correspondan.

Ejemplo:

Hallar la base del sistema de logaritmos definido
por las progresiones:

..:L:L:1:9:81:...
81 9
c....-8.-4.-0.4.8....
PROCEDIMIENTO:
En la PG.: q=£=
1/81
EnlaPG: r=-4-(8)=4

= b={/q = b=% —~ b=1\3

SISTEMA DE LOGARITMOS NEPERIANOS

También se llama logaritmos “naturales” o “hiperbo-
» o

licos”. Tiene como base el numero trascendente” “e”,
definido como:

e = lim (1 +%> =2.718281 ...

n— o
O: |
e=1lim(1+n)"=2,718281 ...
n—0
NOTACION:

W,

El logaritmo de un nimero “N” en base “e” se

representa asi:

In N
o:

ILn N
o:

log, N

SISTEMA DE LOGARITMOS DECIMALES

Se les llama también “vulgares” o de Briggs. Son loga-
ritmos de base 10 definidos por las progresiones:

...110m:...:102:10%:107:1:10:10%:10%: .. .. 10™: ...
.n.....-3.-2.-1.0.1.2.3.....n....

NOTACION:

El logaritmo de base 10 se representa asi:

log,, N

o simplemente:
log N

Los logaritmos tienen 2 partes:

La parte entera del logaritmo se llama “carac-
teristica”.

La parte decimal del logaritmo se llama “mantisa”.

PROPIEDADES DEL SISTEMA DE
LOGARITMOS DECIMALES

1° Los logaritmos de los numeros mayores que 1 son
positivos y los logaritmos de los numeros meno-
res que 1 son negativos.

(log>1)>0 (log<1) <0

2° Los logaritmos de potencia de 10 son iguales al
exponente de dicha potencia.

logl0" = n

3° Los logaritmos de los ntimeros correspondidos en-
tre dos potencias consecutivas de 10 son decimales.

Ejemplo:
log 1 000 = log 10° =3
log 100 = log 10% =2
log 545 = 2,736397

4° La “caracteristica del logaritmo decimal de un
numero mayor que 1 es positivo e indica el
numero de cifras enteras mas 1, que tiene la parte
entera del namero.
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Ejemplos:

i) log5 =0....;0+1 =cifra entera

ii) log 238  =2....;2+ 1 =3 cifras enteras
iii) log 48,64 =1 . ... ; 1 + 1 = 2 cifras enteras

5° La caracteristica del logaritmo decimal de un
numero menor que la unidad es negativa e igual
al numero de ceros que preceden a la primera
cifra significativa, inclusive el cero de los enteros.

Ejemplos:
i) log0,0038=3. ...

i) log 0,516 =1. ...

6° Si se multipica o divide un numero por la unidad
seguida de ceros, no altera la mantisa de su loga-
ritmo pero la caracteristica aumenta o disminuye
respectivamente en tantas unidades como ceros
acompanan a la unidad.

Ejemplo:
log 0,00361 =3 . ...
log 0,361 =1. ..

TRANSFORMAR UN LOGARITMO TOTALMENTE
POSITIVO A OTRO PARCIALMENTE NEGATIVO
(A) Y VICEVERSA (B)

El siguiente ejemplo indica el procedimiento para (A):
log % = colog 75 = -log 75
=-1,875061 = -(1 + 0,875061)
=-1-0,875061 +1-1
=(-1-1)+(1-0,875061)
=-2+0,124939

finalmente:
log 71—5 = colog 75 = 2, 124939
Ejemplo: para el procedimiento inverso (B):
log 0,071 = 2,851258

log 0,071 =-2 +0,851258 + 1 - 1

log 0,071 = (-2 + 1) - (1 - 0,851258)
log 0,071 = -1 - 0,148742

log 0,071 = -1,148742

CONVERSION DE LOGARITMOS DECIMALES A
NEPERIANOS

In N = 2,3026 log N

Ejemplo:
Hallar logaritmo neperiano de 1000.

PROCEDIMIENTO:
In 1 000 = 2,3026 log 1 000
=2,3026 log 103
=23026.3
In 1 000 = 6,9078

CONVERSION DE LOGARITMOS NEPERIANOS
A DECIMALES

log N =0,4343 In N

Ejemplo:
Hallar el logaritmo decimal de 16, si:

In 4 =1,38629

PROCEDIMIENTO:
log 16 = 0,4343 In 16 = 0,4343 In 4°
=0,4343.21In 4
=0,4343 .2 .1,38629
log 16 = 1,2041

INTERES COMPUESTO Y
ANUALIDADES

EL INTERES COMPUESTO

Es un mecanismo mediante el cual las ganancias se van
sumando al capital, generalmente cada afo, para for-
mar parte del capital. produciendo nuevos intereses.
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M=C( +1)t

Donde:
M = Monto = C + 1 = Capital + Interes

C = Capital inicial impuesto.

r=R interes producido por 1 unidad mone-
100 taria en 1 afo.

R = Interés producido por 100 u.m. en 1 ano.

t = Tiempo impuesto al capital, en anos.

INTERES COMPUESTO:

I=C[(1+1)t-1]

Se denomina ANUALIDAD a la cantidad fija que se
entrega o impone todos los anos para formar un ca-

pital (anualidad de capitalizacion) o para amortizar
una deuda (anualidad de amortizacion).

ANUALIDAD DE CAPITALIZACION (Ao

Es la cantidad fija que se impone al principio de cada
ano al “r” por uno de interés compuesto para formar
un capital “C” en un tiempo “t”.

C.r

A =—"
¢ Q+n)-1

ANULADIDAD DE AMORTIZACION A)

Es la cantidad fija que se impone al final de cada afio
al “r” por uno de interés compuesto para amortizar
una deuda “C” y los intereses que ocasiona, a interés

compuesto, en un tiempo “t”.

t
A _C.r(1+r)

a (1+nt-1
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GEOMETRIA

DEFINICION

Es la parte de la Matematica Elemental que trata de
las propiedades y medidas de la extension. La
Geometria parte de ciertos conceptos primitivos
dados intuitivamente, tales como: punto, recta y
plano. Se divide en GEOMETRIA PLANA Y
GEOMETRIA DEL ESPACIO.

GEOMETRIA PLANA
ANGULOS
TEOREMAS BASICOS

1) La suma de los angulos consecutivos formados
alrededor de un punto y a un mismo lado de una
recta es 180°.

Punto O: |0t+|3+6+6=180°

A E

2) En todo triangulo, la suma de los angulos internos
es igual a 180°.

A ABC: |A + B+ C = 180°

B

3) En un tridngulo cualquiera, el dngulo exterior es
igual a la suma de los dngulos interiores no adya-
centes con éL

AABC: | o= A+B
B
o
A
C

TEOREMAS AUXILIARES

TEOREMA 1.-

En todo cuadrilatero concavo, el angulo exterior
convexo, es igual a la suma de los angulos inte-
riores convexos:

A ABCD: |ADC=A+B+C
B
D
A C
TEOREMA 2.-

El angulo formado por dos bisectrices interiores
de un triangulo, es igual a noventa grados mas la
mitad del tercer dangulo:
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3 VALOR DE LOS ANGULOS

. ~ o, B
A ABC: [ADC =90°+ == EN LA CIRCUNFERENCIA
5 Sean los dngulos “a”:
ol ANGULO CENTRAL
()
D =
R R a=AC
a
A C
A C ANGULO INSCRITO
B
TEOREMA 3.-
a C —
. . . . @) AC
El angulo formado por dos bisectrices exteriores a==-
de un triangulo es igual a noventa grados, menos
la mitad del tercer angulo. A
A ANGULO INTERIOR
0 =90°-=—
2 B C
a o = AD + BC
2
A D

A
TEOREMA 4.-
El angulo .formadf) por una .bisectriz ipterior y ANGULO SEMI-INSCRITO
una bisectriz exterior de un triangulo es igual a la
mitad del tercer angulo. B
z AB
b3 0 “=%
2
e
D A tangente
B 8 ANGULO EXINSCRITO
B -
"7 <——parte de secante
4 B B D 0 a
JpAL o = ABD
C A 2
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DISTANCIA DE UN PUNTO A UNA RECTA B
~«——— ortocentro

“Es la longitud de la perpendicular trazada desde el
punto a la recta”.

A

:
o
H

TRIANGULO ORTICO O PEDAL

X B X

Es el triangulo cuyos vértices son los pies de las
AB: distancia de “A” a XX~ & yos v P

alturas de un triangulo dado.

TRIANGULOS
LINEAS PRINCIPALES DEL TRIANGULO

Son cuatro las lineas principales: Altura, Mediana,
Mediatriz y Bisectriz.

1) ALTURA

Es la distancia de un vértice al lado opuesto o a su
prolongacion. Las ALTURAS se cortan en un
punto llamado ORTOCENTRO.

Si el triangulo es acutangulo, el ortocentro es
interior; si es obtusangulo es exterior; pero si es
rectangulo, es el punto de interseccion de los
catetos.

o, By 0:angulos del triangulo ortico.
“O” es el incentro del triangulo ortico.

A MNP: ortico o pedal

Donde se cumple:

a =180°-2C

ortocentro

B =180°- 2A

4 =180°- 2B

NOTA.-

En el triangulo rectangulo no se puede formar
el triangulo ortico.

2)MEDIANA

Es el segmento que une un vértice con el punto
O ¢” <«————— ortocentro medio del lado opuesto.
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b b
> > O: CIRCUNCENTROS A C

Las MEDIANAS se intersectan en un punto llama-
do BARICENTRO o CENTRO DE GRAVEDAD del
triangulo, este punto tiene la propiedad de dividir
a cada una de las medianas en la relacion de dos es ~ 4) BISECTRIZ

a uno. Por consiguiente, se cumple que: . i )
Es la recta que divide a un dngulo en dos angulos

parciales iguales. Las BISECTRICES de un tridn-

1 gulo se cortan en un punto “O” llamado INCEN-
— BD TRO por ser el centro de la circunferencia inscri-
ta en el triangulo.

OB _2 OB=%BD oD =

oD 1

TEOREMA - En todo tridngulo rectangulo, la me-
diana relativa a la hipotenusa es igual a la mitad
de esa hipotenusa.

Mediana

EXCENTRO.- Es el punto “O” de interseccion de
una bisectriz interior con dos bisectrices exterio-

C res relativas a los otros dos angulos de un tridn-
h D h gulo.

3) MEDIATRIZ El excentro es el centro de la circunferencia exin-
scrita al triangulo.
Es la perpendicular trazada desde el punto medio
del lado de un triangulo. Las MEDIATRICES se
cortan en un punto llamado CIRCUNCENTRO
por ser el centro de la circunferencia circunscrita

al triangulo.

Excentro

-="
-

Cuando el triangulo es acutangulo, el CIRCUN-
CENTRO es interior, si es obtusangulo es exteri-
or, pero si es rectangulo, es el punto medio de la A C
hipotenusa.

-
-
-="
z=-"
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NOTA

SOBRE LA SITUACION DE ALGUNOS
PUNTOS.

LA RECTA DE EULER.

1.- EL CIRCUNCENTRO equidista de los vér-
tices del triangulo.

ler. Caso.- Dos tridangulos son iguales cuando
tienen dos lados respectivamente iguales y el
angulo comprendido entre éstos es igual.

2do. Caso.- Dos triangulos son iguales cuando
tienen un lado igual y los dngulos adyacentes a
estos, respectivamente iguales.

3er. Caso.- Dos triangulos son iguales cuando
tienen sus tres lados respectivamente iguales.

2.- EL INCENTRO equidista de los lados del TEOREMAS DERIVADOS DE LA IGUALDAD DE
triangulo. TRIANGULOS
En virtud de la igualdad de triangulos, se demuestra
3.- El EXCENTRO equidista de los lados del los siguientes teoremas:
triangulo.
TEOREMA 1.-

RECTA DE EULER.-

En todo triangulo, excepto en el equildtero, el
“ortocentro”, el “baricentro” y el “circuncen-
tro” estdn situados en linea recta (recta de
Euler) y la distancia del ortocentro al baricen-
tro es el doble de la distancia del baricentro al
circuncentro.

OBC: recta de Euler
N OB = 2BC

O: Ortocentro

B: Baricentro

C: Circuncentro

IGUALDAD DE TRIANGULOS

Para determinar la igualdad de dos triangulos, bas-
tard establecer la igualdad de tres elementos, a condi-
cion de incluir en ellos, por lo menos un lado. Si esta
ultima clausula no se cumple, se llegara solo a la
semejanza de triangulos.

Si por el punto medio del lado de un triangulo, se
traza una paralela a otro lado, dicha paralela
pasara por el punto medio del tercer lado y su
longitud sera igual a la mitad del lado al que es
paralelo.

Si M = punto medio de ABy

MN // AC = N = punto medio de BC
B

TEOREMA 2.-

El “baricentro” o “Centro de Gravedad” de un
triangulo divide a cada una de las medianas en la
relacion dos es a uno.
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A ABC:| QA _OB _OC _ 2

OF OD OE 1

TEOREMA 3.-

En cualquier trapecio, la mediana es igual a la
semisuma de las bases; y el segmento que une los
puntos medios de las diagonales es igual a la

semidiferencia de las bases.

D C
MN = DC + AB
2
EF - DCZ- AB

SEMEJANZA DE TRIANGULOS

Dos triangulos son semejantes cuando tienen sus
angulos respectivamente iguales, y sus elementos
homologos son proporcionales.

Se llama elementos homologos a a quellos que se opo-
nen a angulos iguales, comparando ambos triangulos.

Los casos generales de semejanza de triangulos son:
ler. Caso.- Cuando tienen sus 3 angulos iguales.

2do. Caso.- Cuando tienen un angulo igual, com-
prendido entre lados proporcionales.

3er. Caso.- Cuando tienen sus lados respectiva-
mente proporcionales.

TEOREMAS DERIVADOS DE LA SEMEJANZA DE
TRIANGULOS

TEOREMA DE THALES

Toda recta, paralela al lado de un triangulo y que

corta a los otros dos lados, determina un triangulo
parcial, semejante al total y reciprocamente.
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Si: MN // AC
B
= A ABC~ A MBN
M N
C
Luego:

AB _ BC _AC
BM BN MN

TEOREMA DE MENELAO

Toda recta que corta a los tres lados de un triangulo
determina en estos, seis segmentos; siendo el pro-

ducto de tres de ellos no consecutivos igual al pro-
ducto de los otros tres.

B

C

A ABC: | AF .BE.CD=BF.CE.AD

FD: recta que corta a los tres lados.

TEOREMA DE CEVA

Las rectas que pasan por los vértices de un triangulo
y son concurrentes, determinan en los lados de éste,
seis segmentos; siendo el producto de tres de ellos no
consecutivos igual al producto de los otros tres.

B
)
1
1
1
1
1
D\ \ L E
-
L
N ~
- -
- \ ~
--" 1 T
-
A P 1 = C
F
A ABC:

AD.BE . CF =BD . CE . AF




PN

RELACIONES METRICAS EN EL TRIANGULO
RECTANGULO

En cualquier triangulo rectangulo, se cumple las
siguientes propiedades:

1_1

+1_
h28 s aziic2

RELACIONES METRICAS EN EL TRIANGULO
OBLICUANGULO

10

20

30

40

La altura relativa a la hipotenusa, es media pro-
porcional entre los segmentos que determina
sobre ésta.

Cada cateto es media proporcional entre la
hipotenusa y su proyeccion sobre ésta.

La suma de los cuadrados de los catetos, es igual
al cuadrado de la hipotenusa; es el teorema de
Pitagoras.

El producto de los catetos es igual al producto de
la hipotenusa por la altura relativa a ésta.

B

1° h =—mn—|

20 T

30 e ——1

40 —~ EF——

TEOREMA .-

En todo triangulo rectingulo, la inversa del
cuadrado de la altura relativa a la hipotenusa es
igual a la suma de las inversas de los cuadrados de

los catetos.
B

ler caso.- En todo triangulo acutangulo, el cua-
drado del lado que se opone a un angulo agudo es
igual a la suma de los cuadrados de los otros dos,
menos el doble producto de uno de éstos por la
proyeccion del otro sobre el que se ha tomado.

;

c E a
e LL
I b 1
AABC: | a’=b?+c*-2bp
AABC: | ¢*=a%’+b*-2bm

2do. Caso.- En todo triangulo obtusangulo, el
cuadrado del lado que se opone al dngulo obtuso
es igual a la suma de los cuadrados de los otros
dos mas el doble producto de unos de éstos por la
proyeccion del otro sobre el que se ha tomado.

B
E a
ooc
W
H p A b C
AABC: | a?=b%+c?+2bp
TEOREMA .-

Conocidos los tres lados de un triangulo: a, by ¢
siendo “a” el lado mayor, el triangulo sera rectangu-
lo, acutangulo u obtusangulo, respectivamente, si:
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1) a?=b?+c?
)
:

RELACION DE LADOS CON LA MEDIANA

A rectangulo
A acutangulo

A obtusangulo

En un triangulo cualquiera, la suma de los cuadra-
dos de los lados que concurren en el vértice de don-
de parte la mediana, es igual al doble del cuadrado
de dicha mediana, mas la mitad del cuadrado del
tercer lado.

A
— 2
A ABC: | a2+ c?=2BM?+ bT
TEOREMA AUXILIAR.-

En un tridngulo, la diferencia de los cuadrados de los
lados que concurren en el vértice de donde parte la
mediana, es igual al doble producto del tercer lado
por la proyeccion de la mediana sobre éste.

a’?—c?=2bp

TEOREMA .-

En todo triangulo, la suma de los cuadrados de las
tres medianas es igual a tres cuartos de la suma de
los cuadrados de los lados.

A

A ABC:

AF? + BD? + CE? = % (AB? + BC2 +AC2)

RELACION DE LADOS CON ANGULOS : 30°,
60°, 45°

1.- En todo triangulo rectangulo de angulos 30° y
60°, se cumple:

a.- El cateto que se opone a 30° es igual a la mitad
de la hipotenusa.

b.- El cateto que se opone a 60° es igual a la mitad
de la hipotenusa por la raiz cuadrada de 3.

A ABC: 30° - 60° - 90°

A
60°
30°
B C
a) AB = AC
2
» |Bc- A(;\/?

2.- En todo triangulo rectangulo isosceles, cada cate-
to es igual a la mitad de la hipotenusa por la raiz
cuadrada de 2.

A

45°
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A ABC: 45° - 45° - 90°

AB=BC=

Acv2
5

3.- En un triangulo rectangulo de angulos 15°y 75°,
la altura relativa a la hipotenusa es la cuarta parte
de dicha hipotenusa.

A ABC: 15° - 75° - 90°

A ABC: | & -1
n

B 2do. Caso: BISECTRIZ EXTERIOR
c : a La bisectriz exterior de un triangulo, determina en el
'h lado opuesto, segementos proporcionales a los lados
E que forman el vértice de donde parte esa bisectriz.
A NT 15° ¢ c
b
A ABC:[= =24
a n
h-b
4 B
A
“1;\.
A el
c a  TTeeal
NOTA- w7 N T
Cuando se tenga angulos de 120°, 135° 0 150°, A Cl N \",D
es preferible trabajar con el suplemento: 60°, m : |
1

45° 0 30° de modo que éste sea el angulo de
un triangulo rectangulo convenientemente
construido, al cual se le aplica los teoremas
vistos anteriormente, asi:

A BEC: 30° - 60° - 90°

E
A

RELACION DE LADOS CON SEGMENTOS
DETERMINADOS POR LA BISECTRIZ

ler. Caso: BISECTRIZ INTERIOR

En un triangulo cualquiera, la bisectriz interior
determina en el lado opuesto, segmentos propor-
cionales a los lados que forman el vértice de donde
parte dicha bisectriz.

RELACION DE LADOS CON BISECTRIZ

ler. Caso: En un triangulo cualquiera, la bisectriz
interior elevada al cuadrado, es igual al producto
de los lados que forman el vértice de donde parte
dicha bisectriz, menos el producto de los segmen-
tos determinados por esa bisectriz en el tercer lado.

A ABC: ﬁz=a.c—m.n

2do. Caso.- En todo triangulo, la bisectriz exteri-
or elevada al cuadrado, es igual al producto de los
segmentos determinados por dicha bisectriz en el
lado opuesto menos el producto de los lados que
forman el vértice de donde parte esa bisectriz.
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A ABC: Ez=m.n-a.c

RELACION DE LADOS EN DESIGUALDAD

En un tridngulo, debe cumplirse que un lado es
menor que la suma de los otros dos lados pero mayor
que su diferencia.

b

A ABC:|b-c<a<b+c

TEOREMA .-

Toda linea poligonal envuelta es menor que la
linea poligonal envolvente que tiene los mismos
extremos que aquella.

C

A E

AG + GF + FE < AB + BC + CD + DE

Envuelta < Envolvente

CIRCUNFERENCIA

Circunferencia es una curva plana, cerrada, cuyos
puntos son todos equidistantes de otro que se llama
centro, situado en el mismo plano. Mas formalmente,
es el lugar Geométrico de todos los puntos que
equidistan de otro punto llamado centro.

POSICIONES RELATIVAS DE DOS
CIRCUNFERENCIAS

Las posiciones relativas de dos circunferencias son:
Exteriores, Interiores, Tangentes (exteriores e inte-
riores), Secantes y Concéntricas.

EXTERIORES
INTERIORES

TANGENTES EXTERIORES

TANGENTES INTERIORES

SECANTES
A
‘m [R-r<00 <R+t
‘b Ademis:
B AB = cuerda comun
AB 1 OO’
AM = BM
CONCENTRICAS
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CIRCUNFERENCIAS ORTOGONALES

Son dos circunferencias secantes cuyos radios son
perpendiculares entre si en los puntos de interseccion.

CUADRILATERO INSCRITO A UNA
CIRCUNFERENCIA

Es todo cuadrilatero cuyos vértices pertenecen a la
circunferencia y se cumple que los angulos opuestos
son suplementarios.

C
B
A
D
[]ABCD: | B + D = 180°
A +C=180°

CUADRILATERO INSCRIPTIBLE A UNA
CIRCUNFERENCIA

Es aquel cuadrilatero cuyos vértices pertenecen a una
circunferencia, si y solo si su angulos opuestos son
suplementarios.

Por ejemplo: El cuadrado y el rectangulo.

CUADRILATERO CIRCUNSCRITO A UNA
CIRCUNFERENCIA

Es todo cuadrilatero cuyos lados son tangentes a la
circunferencia. En estos cuadrilateros se cumple que
la suma de los lados opuestos son iguales.

A D

] ABCD: |AB + CD = BC + AD

CUADRILATERO CIRCUNSCRIPTIBLE A
UNA CIRCUNFERENCIA

Es el cuadrilatero cuyos lados pueden ser tangentes a
la circunferencia, solo sera posible si la suma de los
lados opuestos son iguales.

Por ejemplo: El cuadrado y el rombo son circun-
scriptibles.

PROPIEDADES DE LAS TANGENTES

TEOREMA 1.-

Las tangentes trazadas desde un punto exterior a
una circunferencia, son iguales.

B

TEOREMA 2.-

Las tangentes comunes interiores a dos circunfer-
encias, son iguales.

A

D

®
:

B

C
AB = CD

TEOREMA 3.-

Las tangentes comunes exteriores a dos circunfer-
encias, son iguales.
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A Cc D

A ABC: |2p=2AE=2AD

TEOREMAS FUNDAMENTALES EN LA
CIRCUNFERENCIA o: p =AE=AD

TEOREMA 1.-
donde: 2p = perimetro

En todo tridngulo rectdngulo, la suma de los cate-
tos es igual a la suma de la hipotenusa mas el
diametro de la circunferencia inscrita al triangulo.

p = semiperimetro

LINEAS PROPORCIONALES EN EL CIRCULO

B Se presentan tres propiedades o teoremas:
¢ a TEOREMA 1.-
Si dos cuerdas se cortan dentro de un circulo, el
producto de los dos segmentos de una, es igual al
T producto de los dos segmentos de la otra.
A C B
| b | C
I 1
TEOREMA 2.- D
En todo triangulo, el producto de dos lados es A
igual al producto de la altura relativa al tercero
por el diametro de la circunferencia circunscrita. Punto E: |AE . EB = CE . DE

TEOREMA 2.-

Si desde un punto exterior a un circulo se traza a
¢l una secante y una tangente, la tangente es
media proporcional entre la secante y su parte

externa.
Punto A: | AB>=AD . AC
B A
TEOREMA 3.- (@)
El tridngulo exinscrito a una circunferencia, tiene C
por perimetro el doble de una de las tangentes de
los lados prolongados, excepto el lado tangente. D
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TEOREMA 3.-

Si desde un punto exterior a un circulo, se traza
dos o mas secantes, el producto de una de ellas y
su parte externa es igual al producto de la otra y
su parte externa.

C—/—/—""08B

D

Punto A: AC.AB=AD . AE

POTENCIA DE UN PUNTO

Se define potencia de un punto, con relacion a una
circunferencia de centro O, a cualquiera de las sigu-
ientes afirmaciones:

1.- Al cuadrado de la tangente trazada desde ese
punto.

. —2
Potencia A(O) = AB

2.- El producto de la secante (trazada desde ese
punto) y su parte externa.

Potencia A(O) =AC . AB

3.- Al producto de los segmentos en que dicho punto
divide a una cuerda.

Potencia E(O) = AE . BE

La forma general de potencia se expresa en fun-
cion de la distancia “d” del punto al centro y del
radio “r” de la circunferencia.

O

Potencia A ) = QP = i

OBSERVACIONES SOBRE LA POTENCIA
DE UN PUNTO

1.- Cuando el punto es exterior, su potencia es
positiva, ya que: d > 1.

2.- Cuando el punto es interno, su potencia es
negativa, ya que: d < r.

3.- Cuando el punto estd en la circunferencia,
su potencia es nula, porque: d = 1.

LUGAR GEOMETRICO

Lugar geométrico es un sistema de puntos o conjun-
tos de puntos que tienen una misma propiedad.

La mediatriz de un segmento de recta, la bisectriz de
un angulo convexo, la circunferencia, etc., son casos
de lugares geométricos.

EJE RADICAL

Es el lugar geométrico de los puntos que tiene igual
potencia con relacion a dos circunferencias dadas.

El eje radical es una linea recta perpendicular a la
linea que une los centros.
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POSICIONES DEL EJE RADICAL

Cuando las circunferencias son:

SECANTES

A
A
B

E.R. cuerda comun AB

TANGENTES EXTERIORMENTE

rc

E.R. tangente comun

E.R. tangente comun

EXTERIORES
E.R.

INTERIORES

TANGENTES INTERIORMENTE

JIE(

Notese que si las circunferencias son concéntri-
cas, no hay eje radical.

PROPIEDADES DEL EJE RADICAL

1° El eje radical de dos circunferencias exteriores esta
mas cerca al centro de la menor que al de la mayor.

2° El eje radical de dos circunferencias es el Lugar
Geométrico de los puntos, desde el cual se puede
trazar a las dos circunferencias, tangentes iguales.

3° El eje radical de dos circunferencias pasa por los
puntos medios de las tangentes comunes.

OBSERVACION:

En las propiedades 2° y 3°, hay que considerar las posi-
ciones de las dos circunferencias, a las cuales se les
puede trazar tangentes comunes inferiores o exteriores.

CENTRO RADICAL

Es el punto de interseccion de los ejes radicales de
tres circunferencias, tomadas de dos en dos. Los cen-
tros de las circunferencias no estan en linea recta.

P = Centro Radical

0O

y \
N\

El centro radical, es el punto desde el cual se
puede trazar a las tres circunferencias, tangentes
iguales entre si, y es el centro de circunferencia
ortogonal a los tres.

No se cumple si las tres son secantes, entre otras
posibilidades.

MEDIA Y EXTREMA RAZON DE UN SEGMENTO
O SECCION AUREA

Un segmento esta dividido en media y extrema razon,
por un punto, si la parte mayor es media proporcional
entre la parte menor y el segmento total. Es decir:
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AB?=AC . BC

° ° °
A B C

A la parte AB, se le llama seccién durea o seg-
mento aureo, cuyo valor es:

=AC(V;-1)

2

AB

El ntiimero dureo es:

= AB=AC.n

DIVISION ARMONICA DE UN SEGMENTO

Se dice que un segmento “AB” esta dividido armoni-
camente por dos puntos (C y D) tal que uno “C” le
pertenece y otro “D” estd en su prolongacion, si se
cumple que:

AB _ AD

BC BD
® *—0---nnnna- ®
A B C D

A los puntos: A, B, C y D se les llama: “cuaterna
armonica”; siendo C y D los conjugados armoni-
cos de A yB.

HAZ ARMONICO

Es todo sistema de cuatro rectas concurrentes que
pasan por una cuaterna armonica.

OA, OM, OB, ON: rayos del haz.

OM y ON: rayos conjugados respecto de OA y
OB, reciprocamente.

O

TEOREMA .-

Los pies de las bisectrices interior y exterior de
un triangulo son los conjugados armoénicos de los
vértices del lado respectivo.

Se cumple:
AD _ AE
DC CE
B
K&
Tana Tl
BB T
A LN T E
D C
POLIGONOS

DEFINICION Y CONCEPTOS

Son las figuras geométricas formadas por un conjun-
to de segmentos de recta uno a continuacion de otro,
en un mismo plano, llamados lados que cierran una
“region” o area. El punto comun de dos segmentos
consecutivos se llama vértice.

Los poligonos pueden ser: regulares e irregulares.

Son regulares aquellos que tienen sus dngulos
iguales, lados iguales y son siempre inscriptibles
y circuncriptibles a una circunferencia.

Los irregulares, no cumplen estas condiciones.

ELEMENTOS DE LOS POLIGONOS
REGULARES

360°
o =
n n

S, =180° (n - 2)

180° (n - 2)
n

i=

_n(n-2)
L)

S, = 360°
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VALOR DE LOS ELEMENTOS DE LOS
POLIGONOS REGULARES

Angulos centrales, lados, apotemas y dreas de los
poligonos regulares en funcion del radio de la cir-
cunferencia circunscrita.

TRIANGUIO EQUILATERO:
B
VAN
A A RN AN
/ / N\ AN
[ 1/ N\ \
[ / AN
D | /7 O®L " \
\_/ PISAN
\V4 AV
. L . . A P ZC
O = centro de la circunferencias inscrita y cir- ~ 7
cunscrita.
o = dngulo central o = 120°
n =numero de lados
, . [=R\3
S, =suma de dngulos internos
i =4ngulos interior I Ap = R
2
L =longitud del lado del poligono
N, =namero total de diagonales 1 S = 3RAN3.
. . o . 4
R =radio de la circunferencia circunscrita
r =radio de la circunferencia inscrita = Ap
. CUADRADQO:
S; =suma de angulos exteriores
Ap =apotema =Tt vy ——F
n-2 =numero de triangulos que se pueden trazar 7 R AN
desde un solo vértice. '/ A
| Ovye——
n-3 = numero de diagonales que se puede trazar { - 7
desde un solo vértice. A —E L
AN /
CALCULO DE LOS ELEMENTOS DE LOS — - =
POLIGONOS IRREGULARES
o =90°
S, =180° (n - 2)
1=R\2
S, = 360° ——  Ap-RV2
2
n(-3) 1 S = 2R?
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PENTAGONQ:

OCTACOND.

vl

v/

Oy

Ap=51512£i

4

S_SRZ\/10+2\/;

8

S=2rR2\2

DECAGONO

LEAAGUNU

——
N




o = angulo central

I =lado
Ap = Apotema = OP

S = superficie = drea

10

20

NOTAS.-

1.- El lado del decdgono regular, es la seccion
aurea de un radio que se encuentra dividi-
do en media y extrema razon.

. R(V5 -1)

10 5

2.- El lado del pentagono regular es la hipote-
nusa de un triangulo rectangulo, cuyos ca-
tetos son el lado del exagono regular y el
lado del decdagono regular.

AABC: I = \llé + lfo

3.- El drea de un poligono regular se puede
calcular ast:

n pn : Apn

2

Donde: “p ”, el semiperimetro y “Ap " la

apotema, del poligono de “n” lados.

CONCLUSIONES SOBRE LOS POLIGONOS
REGULARES

El angulo exterior de un poligono regular y el
angulo central son iguales.

El angulo interior de un poligono regular y el
angulo central son suplementarios.

De dos o mas poligonos regulares, el que tiene
mas lados, posee menor angulo central.

Un triangulo isosceles puede ser el elemento de
un poligono regular, siempre que su angulo desi-
gual sea un divisor de 360°; siendo el cociente ob-
tenido el ntimero de lados del poligono.

En ese triangulo se cumplira:

a.- El angulo desigual es el angulo central del
poligono.

b.- El vértice del angulo desigual es el centro de
la circunferencia circunscrita al poligono.

c.- Los lados iguales son los radios de la circun-
ferencia circunscrita al poligono.

d.- La altura relativa a la base es el apotema del
poligono.

e.- La base o lado desigual es el lado del poligono

regular.
o
R R
Apn
A WC
|~ |
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AREA DE LAS REGIONES PLANAS
REGION

Es un espacio plano llamado “area” limitado por seg-

mentos rectilineos llamados “lados”.

()] DL D AN

CIRCUNSCRITO “R”:

B

A

EN FUNCION DEL SEMIPERIMETRO “p”:
B

A

| S=\/p(p -a)(p-bp-o |

Donde: p ==

¢

EN FUNCION DEL RADIO

Sa.b.c -
4R

|

©
N N N ) () R ADIO N )
“r” Y EX-INSCRITOS
R SE VrR1R2R3 I

S = superficie o area

B = base (un lado)

H = altura

L =lado

P = semiperimetro

2p = perimetro

R = radio del circulo circunscrito
r = radio del circulo inscrito

a, b, ¢ = lados del triangulo
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RELACION DE AREAS DE TRIANGULOS

N
B y Z
1.- Si dos triangulos tienen igual altura, sus areas son
entre si como las bases respectivas. M
SA _ABC _AC * P
A C

SA DEF DE

B F PROPIEDADES DE LOS CUADRILATEROS
1° TEOREMA DE EULER

h En todo cuadrilatero, la suma de los cuadrados de
A E sus lados es igual a la suma de los cuadrados de
C D sus diagonales, mas cuatro veces el cuadrado del
segmento que une los puntos medios de las diago-
2.- Si dos tridngulos son semejantes, sus dreas son nales.
entre si como los cuadrados de sus elementos
homologos. a’+b*+c?+d?=d + d2 + 4MN?

S A ABC a2 b2 &2

SADEF 4 & ¢f

B E
d
c a
D . F 2° TEOREMA DE PTOLOMEO (1)
A C En todo ccuadrilatero inscrito o inscriptible a una
b

circunferencia, la suma de los productos de los lados
opuestos es igual al producto de las diagonales.

3.- Si dos triangulos tienen un angulo igual (comun)
o suplementario, sus areas son entre si como los B C
productos de los lados que forman ese angulo
igual (comtn) o suplementario.

AB.CD +BC.AD =AC.BD

SA ABC _AB.AC
SA MBN BM.BN A D

B C
M 3° TEOREMA DE PTOLOMEO (2)
M
En todo cuadrildtero inscrito o inscriptible a una
circunferencia, las diagonales son entre si, como la
DN suma de los productos de los lados que concurren
A CA B N

en los vértices que forman las respectivas diago-

TEOREMA - nales.
El drea del tridangulo cuyos lados son medianas de B C
un tridngulo dado, es igual a los tres cuartos de
area del triangulo dado. AC _ AB.AD +BC.CD
BD AB.BC+AD.CD
3
SA MNP == SA ABC A b
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4° En todo cuadrildtero, si se une consecutivamente B, b, C,
los puntos medios de los lados del cuadrilatero,
se formard siempre un paralelogramo cuya drea es
la mitad del area del cuadrilatero.

S ABCD
S ] MNPQ = 5 ] ABCD
N C
B
a b c d AC
M P e
al bl Cl dl AICI
A D . .
Q (2) Las dreas son entre si, como los cuadrados de

los elementos homologos.

5° En todo trapecio, si se une el punto de un lado no

paralelo, con los vértices del otro lado no parale- S a2 b2 2 @
lo, se formara un t.rléngulo cuya area es la mitad S 2 b e a
del area del trapecio. 1 1 11
SACMD = o TRl
AREAS DE LAS REGIONES CURVAS
B c CIRCULO:
M S = R?
e S. nD?
4
A D

D = diametro
SEMEJANZA DE POLIGONOS

Para que dos poligonos del mismo numero de lados SECTORIGIRSEE

sean semejantes, debe cumplirse dos condiciones:

amR?
1.- Que tengan sus angulos respectivamente iguales. A S mion = 360°
2.- Que se les pueda descomponer en el mismo nu- @4
Q b P B a = angulo central

mero de triangulos semejantes.

Satisfechas estas condiciones de semejanza, las rela-

ciones métricas de dos poligonos semejantes son: SEGMENTO CIRCULAR:
B b C

= S

seg secAOB ~ ~ A AOB

A B
N
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* Tres caras o planos:

CORONA CIRCULAR: ASB=a :BSC=b : ASC = c

* Tres diedros o aristas:

% S-n(R-1) SA ; SB: SC ( o simplemente A; B; C)
* Un vértice:

g T (D% -d%)
B 4 El punto “S” donde concurren las tres caras o las
tres aristas.

D = diametro exterior
TEOREMA 1.-

= diametro interior .
e e En todo triedro, una cara debe ser mayor que la

diferencia de las otras dos, pero menor que la

TRAPECIO CIRCULAR suma de las mismas.
'Q S=@-@ b-c<a<b+c
? 360°  360°
“ D TEOREMA 2.-
S= T 3600 En todo triedro, la suma de sus caras es mayor
que cero grados, pero menor que cuatro rectos

LEYENDA: O<a+b+c<2m

S = superficie o area Este teorema es aplicable también para todos los

. ) angulos poliedros distintos al triedro.
S A = superficie o area del triangulo

TEOREMA 3.-
S = superficie o drea del cuadrilatero

En todo driedro, la suma de los dngulos diedros es

R = radio exterior .
mayor que dos rectos, pero menor que seis rectos.

r = radio interior

nt<A+B+C<3m

D = diametro exterior

d = diametro interior S

S... = superficie o drea del sector circular

S = superficie o area del segmento circular

GEOMETRIA DEL ESPACIO

TEOREMAS FUNDAMENTALES

ANGULO TRIEDRO POLIEDROS

Poliedro es un sélido limitado por planos, que al cor-
O simplemente TRIEDRO, es un angulo poliedro de  tarse y limitarse determinan sus caras, sus aristas y
tres caras. Sus elementos son: sus vértices.
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TEOREMA DE EULER

TEOREMA 1.-

En todo poliedro, el numero de aristas mds dos, es
igual al nimero de vértices mas el niumero de caras.

#A+2=#V + #C -

TEOREMA 2.-

En todo poliedro, la suma de los dngulos forma- 3y 5cTAEDRO REGULAR

dos en los vértices por las aristas, es igual a tan-

tas veces cuatro rectos, como numero de vértices Es el poliedro regular formado por ocho caras

tiene el poliedro menos dos. iguales que son tridangulos equilateros unidos por
los vértices de cuatro en cuatro.

S=2xn (#V-=-2)

POLIEDRO REGULAR

Es aquel cuyas caras son poligonos regulares iguales
y cuyos angulos poliedros son todos iguales.

Los poliedros regulares son solo cinco: Tetraedro
regular, Exaedro regular o cubo, Octaedro regular,
Dodecaedro regular e Icosaedro regular.

1) TETRAEDRO REGULAR

4) DODECAEDRO REGULAR
Es el poliedro regular formado por cuatro caras

iguales que son tridngulos equildteros unidos por

¢ Es el poliedro regular formado por doce caras
los vértices de tres en tres.

iguales que son pentagonos regulares, unidos por
los vértices de tres en tres.

S

2) EXAEDRO REGULAR O CUBO 5) ICOSAEDRO REGULAR
Poliedro regular formado por seis caras iguales, Es el poliedro regular formado por veinte caras
que son cuadradas, unidas por los vértices de tres iguales que son tridangulos equilateros unidos por
en tres. los vértices de cinco en cinco.
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__A C
h
17
\l/ 1 5,
E D
PRISMA OBLICUO
PRISMA
Es un poliedro, dos de cuyas caras son paralelas lla- S, = 2Py, - arista lateral
madas bases (iguales) y cuyas otras caras son para-
lelogramos (caras laterales). S;=Sp, + 25,
ALTURA DE UN PRISMA V = Sb .h
Es la longitud de la perpendicular comtn a las W 1
bases. V =S . arista latera

PRISMA RECTO

Es aquel cuyas aristales laterales son perpendicu-
lares a las bases.

PRISMA OBLICUO
Es aquel cuyas aristas son oblicuas a las bases.
PRISMA REGULAR

Un prisma es regular cuando tienen poligonos regu-
lares por bases y sus aristas laterales son perpen-
diculares a las bases.

SECCION RECTA (SR)

Es la seccion determinada por un plano perpen-
dicular a las aristas laterales.
PARALELEPIPEDO RECTANGULAR

CALCULO DE LOS ELEMENTOS DE LOS
POLIEDROS Es todo paralelepipedo recto cuyas bases son rec-

tangulares.
PRISMA RECTO

S,=2p.h S, = 2xy + 2xz

Sp= 5.+ 25 S. = 2xy + 2xz + 2yz
V=5.h V = xyz

V = S, . arista lateral 4= x4 y? + 22
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CUBO

TRONCO DE PRISMA

Es la parte de un prisma comprendida entre una base
y un plano no paralelo a las bases.

TRONCO DE UN PRISMA RECTO

Es aquel cuyas aristas laterales son perpendiculares a
la base principal y sus caras laterales son trapecios
rectangulares, siendo sus bases poligonos cua-
lesquiera y desiguales.

S, = Suma de dreas de caras laterales

ST=SL+Sb+S1

a+b+c
b 3

TRONCO DE UN PRISMA OBLICUO

Es aquel cuyas aristas laterales son oblicuas a las
bases, sus caras laterales son trapecios, sus bases
poligonos cualesquiera y desiguales.

C

S, = Suma de caras laterales
S;=5 +5+5,

.AB+FC+ED

PIRAMIDE

Es un poliedro en el que una de las caras, llamada
base, es un poligono cualquiera y las otras caras (lat-
erales) son tridngulos que tienen un vértice comun.

ALTURA
Es la distancia del vértice de la piramide, a la base.
PIRAMIDE REGULAR

Es aquella cuya base es un poligono regular y sus
caras laterales son tridangulos isosceles iguales.
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La altura de una piramide regular pasa por el centro
de la circunferencia inscrita o circunscrita a la base
de la piramide.

APOTEMA DE LA PIRAMIDE REGULAR

Es la altura de los triangulos isosceles que forman sus
caras laterales.

PIRAMIDE IRREGULAR

Es una piramide cuya base es un poligono irregular
y las caras laterales son tridngulos desiguales.

NOTA.-

Si la piramide es irregular, pero sus aristas lat-
erales son iguales, la altura pasara por el cen-
tro de la circunferencia circunscrita a la base.

SEMEJANZA DE PIRAMIDES

Si se corta una piramide cualquiera por un plano
paralelo a la base se obtiene una piramide pequena,
adyacente y semejante a la total, y reciprocamente,
entonces:

C

1.- Las dreas de sus bases son entre si como los
cuadrados de los elementos homologos.

s, I

s, b

AF? AH? FH?
AC?  BC?

AB?

2.- Sus volumenes son entre si, como los cubos de
sus elementos homologos.

h* AF AH®

V B AR AC

TRONCO DE PIRAMIDE

Es la parte de una piramide comprendida entre la
base y una seccion determinada por un plano para-
lelo 0 no a la base. Esta seccion y la base son denom-
inadas bases del tronco; siendo las caras laterales,
trapecios.

ALTURA DE UN TRONCO DE PIRAMIDE

Es la longitud de la perpendicular trazada de una
base a la otra.
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Los troncos de piramides pueden ser regulares o
irregulares.

TRONCO DE PIRAMIDE REGULAR

Se llama asi, cuando sus bases son poligonos regu-
lares y paralelos, y sus caras laterales son trapecios
isosceles e iguales.

APOTEMA DEL TRONCO DE PIRAMIDE
REGULAR

Es la altura de los trapecios que forman las caras lat-
erales y une los puntos medios de las bases de estos
trapecios.

Su=Ap (p+py)
S;=5 +5 +5,

h(S, + S, +\S, . S,)

3

V=

TRONCO DE PIRAMIDE IRREGULAR

Sus bases son paralelas, sus caras laterales son
trapecios cualesquiera.

ST=SL+SI+Sb

h(S, +S,+ Vs, . S;)

V=

3

EL CONO

Se llama cono a todo sélido limitado por una super-
ficie conica y por la seccion del plano que corta a
todas las generatrices de la superficie conica, deter-
minandose la base del cono.

DEFINICIONES
ALTURA DE UN CONO

Es la longitud de la perpendicular trazada desde el
vértice del cono a su base.

CONO CIRCULAR

Es el que tiene por base un circulo.

CONO RECTO

Llamese cono recto al cono circular cuyo eje es per-
pendicular al circulo de la base en su centro. El eje de
un cono recto se confunde con la altura.

CONO DE REVOLUCION

Llamase cono de revolucion, o recto, al que se
supone engendrado por la rotacion de la hipotenusa
de un triangulo rectangulo alrededor de uno de sus
catetos.

A

- 132 -



2.- Los volumenes son entre si como los cubos de sus
valg pn||yvez.R.h elementos homologos.
3 3

CONO OBLICUO s, ®OR g
Es aquel cuya base es una elipse y cuyo eje no es per-
pendicular a la base. v, B P g

h
S .h
\
3
o:
yoT-a. b.h
3
ELIPSE
a = radio minimo TRONCO DE CONO
b = radio maximo Es la parte de un cono comprendida entre la base y
una seccion paralela o no a la base. A la seccion y a la
S = mab base del cono se les llama bases del tronco de cono.
ALTURA DE UN TRONCO DE CONO RECTO
Es la distancia entre sus bases. La altura pasa por los
a centros de las bases.
2a
b
2b
SEMEJANZA DE CONOS &
Si se corta un cono cualesquiera por un plano para-
lelo a su base, se obtiene un cono pequeiio o defi- .

ciente semejante al total y reciprocamente, entonces:

1.- Las areas de las bases son entre si como los
cuadrados de los elementos homologos.
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SL=n.g(R+r)
ST=SL+SI+Sb

n.h(RZ+r2+R.1)

3

EL CILINDRO

Llamese cilindro a un solido limitado por una super-
ficie cilindrica y dos superficies planas paralelas lla-
madas bases.

Los términos base, altura y area lateral son usados
como en los prismas.

CILINDRO RECTO

Un cilindro es recto cuando su generatriz es perpen-

dicular a las bases. TRONCO DE CILINDRO

Es la parte de un cilindro comprendida entre una sec-
cion no paralela a la base del cilindro y una base de éste.

P
T TRONCO DE CILINDRO RECTO
Cuando sus generatrices son perpendiculares a una
g=h base (principal) pero no a la otra.
S
1 S R TS Elipse
b
\ E]e
S =2n.R.g g, g,
Sp= S +25
5, R
S.= 2nR(g + R)
V=mxn.R.g
S, =2n.R.EJE
Cilindro recto o de revolucion, es el que se con-
sidera generado por la rotacion de un rectangulo S = SIENCEENG
T L 1 b
alrededor de unos de sus lados.
V = n.R?.EJE
CILINDRO OBLICUO
EEEC "t 5
Cuando sus generatrices son oblicuas a las bases. JE = >

Algunas veces sus bases son elipses y otras circulos.
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TRONCO DE CILINDRO OBLICUO

Si sus generatrices son oblicuas a las bases.

&

S

N4

PARTES DE AREA DE ESFERA

Estas son: la zona y el huso esférico.

8

Seccion
|
Recta

~—_
R
]

—

LA ESFERA

S, =2n.R.EJE

S. =

T

SIEEISIEISH

V = n.R2.EJE

+
HE_BtE

2

Es un solido, limitado por una superficie curva, en la
cual todos los puntos equidistan de un punto interi-
or llamado centro.

La mitad de una esfera se llama hemisferio o semi-

esfera.

CIRCULO MAXIMO

1.-

ZONA

Llamase zona esférica o zona simplemente, a la
parte de la superficie de una esfera comprendida
entre dos circunferencias paralelas llamadas

bases.

La distancia entre las bases se llama altura de la

zona.

Se la considera generada por la rotacion de un
arco de circunferencia que gira alrededor de un

diametro.
Eje

I

~

~ arco

La zona puede ser de una base y de dos bases. A
la de una base, se le llama también “casquete

esférico”.

ZONA DE UNA BASE O CASQUETE

Es el circulo que se obtiene al trazar un plano por el
centro de la esfera.

SUPERFICIE Y VOLUMEN DE LA ESFERA

S =4m . R?

4 . R3
S 3

S= m.D?

3

V= n.D
6

S=2x.R.h

R = radio de esfera

H = altura de la zona

AB = cuerda del arco generador
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ZONA DE DOS BASES

S =2n.R.h

-

2.- HUSO ESFERICO

Llamado también “ldnula”, es la parte de la su-
perficie de una esfera limitada por las semicircun-
ferencias de dos circulos maximos.

=n.R.oc
360°

R = radio de la esfera

a = angulo del huso
PARTES DE VOLUMENES DE UNA ESFERA

Estas son: segmento esférico, cuna esférica, sector
esférico y anillo esférico

1.- SEGMENTO ESFERICO

Es la porcion de esfera limitada por una zona y
por bases circulares.

Hay de dos clases:

segmento esférico de una base y segmento esféri-

co de dos bases. 5

a. SEGMENTO ESFERICO DE UNA BASE

Limitado por un casquete y un circulo por base.

S-= § +S

T CASQUETE CIRCULO

n.h3+rc.r2.h

6 2

V =

h = altura de la zona

r = radio de la base de la zona

b.- SEGMENTO ESFERICO DE DOS BASES

Es parte del volumen de la esfera comprendi-
da entre dos planos paralelos.

N
-

h

1

) —

T~ zona de v Scirculol v Scirculol

dos bases

h = altura de la zona

r,, 1, = radios de las bases.

-CUNA ESFERICA

Es la parte de volumen de una esfera limitada por
un huso y dos semicirculos maximos.
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R
®
R
B
o.m.R?
S = mR*+ -
90
3
V=oc,n.R
270°

3.- SECTOR ESFERICO

Es la parte del volumen de esfera generado por un
“sector circular” que gira alrededor de un eje que
pasa por el centro, en dos posiciones:

a.- Cuando el radio del sector circular coincide
con el eje de giro: esta limitado por un cas-
quete esférico y una superficie lateral conica.

i

T
, h
A R A
N
(@]
Sp= SCASQUETE + S cono
Vo 2n.R?2.h

3

h = altura del casquete
R = radio de la esfera
b.- Cuando el radio no coincide con el eje de giro:

esta limitado por una zona de dos bases y
areas laterales de dos conos.

4.-

A éAA’

Sionade + Stcono * Sicono
dos bases 1 2

=Zn.Rz.h
3

\%

h = altura de la zona

R = radio de la esfera

ANILLO ESFERICO

Es el volumen generado por un segmento circular
que gira alrededor de un eje que pasa por su cen-
tro, en tres posiciones:

a.- Cuando un extremo de la cuerda del segmen-
to circular pertenece al eje; esta limitada por
un casquete esférico y el area lateral de un
cono.

<
B
h
A c
ST = Casquete > SLcono
n.AB*. h
v
6

AB = cuerda del segmento circular

h = altura de la zona o casquete
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b.- Cuando la cuerda del segmento circular no es

paralela al eje de giro: esta limitado por una

zona de dos bases y el area lateral de un tron-

co de cono.

AB = cuerda del segmento circular

>
A D

BN | _C

ST = Szona w SLtronco
Vol AB” . h
6

h = altura de la zona.

SOLIDOS DE REVOLUCION

TEOREMA DE GULDIN PAPPUS (AREAS)

“La superficie de un solido de revolucion es igual al
perimetro (2p) de la figura movil multiplicado por la
longitud (L) de la linea recorrida por el centro de
gravedad de la citada figura”.

c.- Cuando la cuerda del segmento circular es para-
lela al eje del giro: esta limitado por una zona

de dos bases y el drea lateral de un cilindro.

AB = cuerda del segmento circular

Nl
D
C
ST = Szona s SL::ilindrca
Vol AB? . h
6
Vol AB?
6

h = altura de la zona

2p=a+b+c+d

L = longitud de la circunferencia descrita por el

centro de gravedad = 2R

TEOREMA DE GULDIN PAPPUS (VOLUMEN)

“El volumen de un solido de revolucion es igual al
area (S) de la figura movil, multiplicada por la longi-
tud (L) de la linea recorrida por el centro de
gravedad del cuerpo”.

V=S.

L

-

S~

L = longitud de la linea descrita por el centro de
gravedad = 2 R

- 138 -



LEYENDA GENERAL

V = volumen
S; = superficie o area total
S.R. = seccién recta

2p = perimetro de la base principal

S, = superficie o drea de la base principal
p = semiperimetro de la base secundaria
h =altura

g,, 8, = generatrices
S, = superficie o drea lateral
S, = superficie o drea de la base secundaria
S x = superficie o drea de la base recta
p = semiperimetro

R, r = radios

W
Il

superficie o area de la base secundaria

generatrices

oQ
Il
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TRIGONOMETRIA

DEFINICION

Es aquella parte de la matematica elemental que estu-
dia la medida de los tres angulos de un triangulo en
relacion con sus lados.

MEDIDA DE ANGULOS
SISTEMAS DE MEDICION DE ANGULOS

Hay tres sistemas para medir los angulos; Sexagesi-
mal, Centesimal y Radial.

SEXAGESIMAL

Toma como unidad de medida un arco que es igual a
la 360 ava parte de la circunferencia, y a cada parte se
le llama grado sexagesimal. Se simboliza ast: °

Ejemplo: 30° Se lee: 30 grados sexagesimales

CENTESIMAL

Toma como unidad de medida un arco que es igual a
la 400 ava parte de la circunferencia, y a cada parte
se le llama grado centesimal. Se simboliza asi: g.

Ejemplo: 40 g. Se lee: 40 grados centesimales

RADIAL

Toma como unidad de medida un arco de una longi-
tud igual a la de su radio, y a esta longitud de arco se
le llama radian. Se simboliza asi: rad.

Ejemplo: 2,16 rad. Se lee: 2,16 radianes.

VALOR DE ©

T = 27—2 (Arquimides)

=322
113

(Mecio)

EQUIVALENCIA ENTRE LOS TRES
SISTEMAS

1 circunferencia < > 360° < > 400 < > 27 rad.

1°<> 60 y I'<> 60"
1 g <> 100 min y 1 min <> 100 s
S € R

LONGITUD DE UN ARCO:

o : angulo central, debe estar en radianes

)t

FUNCIQNES TRIGONOMETRICAS EN
EL TRIANGULO RECTANGULO

FUNCIONES BASICAS

senB:b— cosB =S
a a

b c

tg B=— tg B=—

g c clg b

secB=2 cosec = &
C b
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B A
c
TABLAS DE VALOR DE FUNCIONES

TRIGONOMETRICAS DE TRIANGULOS
NOTABLES

VALORES DE LAS FUNCIONES
TRIGONOMETRICAS DE 30° Y 60°
(30°=m/6 Y 60° = 7/3)

sen 30° = 1 sen 60° = ﬂ
2 2
\3 1
30° = —=— 60° = —
cos 5 cos 5
tg30°=\/3—_i tg60°=\/3_
ctg 30° = \/3_ ctg 60° = 3£
sec 30° = 23—\/3_ sec 60° = 2
cosec 30° =2 cosec 60° = i
C
60°
2 1
B 30 A
3
VALORES DE LAS FUNCIONES DE 45°
(45° = 1/4)
sen 45% = ﬂ cos 45° = _\/2_
2 2
tg 45° =1 ctg 45° =1
sec 45° = \/; cosec 45° = \/;
C
2 e
B 4’50 A

VALORES APROXIMADOS DE LAS FUNCIONES
DE 37°y 53° (37° = /4,865 y 53° = 11/3,396)

sen 37° = i sen 53° = i
5 5

cos 37° = il cos 53° = 3
5 5

(e} 3 o 4

tg 37° == tg 53° =
g 4 g 3
o 4’ [¢] 3

ctg 37° = — ctg 53° = 2
g 3 g 4
sec 37° = 2 sec 53° = =N
4 3

cosec 37° = 3 cosec 53° = =
3 4
C

53°

37°

4

VALORES APROXIMADOS DE LAS FUNCIONES
DE 15°y 75° (15° = /12 y 75° = 7/2,4)

V6 -2 N6 + V2
sen 15°= —— sen 75°= ————
4 4
V6 + N2 N6 -2
cos 15°= —— cos 75° = ———
4 4
tg 15° =2-N3 tg75° = 2+1\3

cg15° =2+ \3 cg75°=2- 3

sec 15° = \/67- \/; sec 75° = \/67+ \/2—

cosec 15° = \/6_+ \/2_ cosec 75° = \/6_- \/2—
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C
15°
o2/ | 245
75°
B A A

1

VALORES APROXIMADOS DE LAS FUNCIONES
DE 16°y 74° (16°=n/11,25 y 74° = 11/2,43)

7 24
16° = — 74° = —

sen sen 75
24 7
16° = &1 o__°

cos 16 75 cos 74 35
7 24
tg 16° = — tg 74° = —

& 24 & 7

24 7
tg 16° = — tg 74° = —
8 7 cté 24
sec 16° = 25 sec 74° = 25
24 7
cosec 16° = 25 cosec 74° = 25
24

C
16°
25 24
74°
B &\ A

7

VALORES APROXIMADOS DE LAS FUNCIONES
DE 18°Y 72° (18°= n/10 Y 72° = 7/2,5)

L V51 . V10+2V5

sen 18° = sen 72° = f
cos 18° = MS_ cos 72° = \/5__ 1

4 4

tg 18°=i'510—\/; g72°=N5+2V5
N25-1

ctg 18°= N 5+ 2\/5_ ctg 72°= 25750\/;
sec 18° = 50_—;0\/5_ sec 72° = \/5_+ 1

cosec 18° = \/5_+ 1 cosec 72° = @;
C
18°
4 V1042V
72°
B \\ A
\5-1

ANGULOS DIRECTRICES

Angulo de Elevacién:

' Objeto

Horizontal

- 142 -



Angulo de Depresién: FUNCIONES TRIGONOMETRICAS O
CIRCULARES EN EL CIRCULO
TRIGONOMETRICO DE RADIO = 1

Horizontal sena = PM
cosa =OP
tga =AT
' Objeto
ctga =BN
seca =0S
Angulo que Subtiende: coseca =0Q
Q
Objeto A
‘ B N
(= M
) Objeto B 1I 1 T
' a S
A (@) P /A
. . 111 v
Los angulos de elevacion (a) y depresion ()
siempre estdan en plano vertical. El angulo que
subtiende (0) dos objetos observados puede estar o
en cualquier plano. AM=a=aqa

SIGNOS DE LAS FUNCIONES TRIGONOMETRICAS SEGUN EL CUADRANTE

FUNCION IC IN@ I C IV C
seno + + - -
coseno + - - +
tangente + - + -
cotangente + - + -
secante + - - +
cosecante + + - -
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VARIACION DE LAS FUNCIONES TRIGONOMETRICAS SEGUN EL CUADRANTE

C = crece |

INTERVALO DE LAS FUNCIONES

TRIGONOMETRICAS

Intervalo es el espacio o valor dentro de dos

FUNCION 1C 11 C 11 C IV C
seno ccdeOal d:dela0 d:deOa-1 c:de-1a0
coseno d:dela0O d:deOa-1 c:de-1a0 c:cdeOal
tangente c:deOao c:de-oa0 c:deOawx c:de-%a0

cotangente | d:de» a0 d: de 0 a - d:de»a0 d: de 0 a -
secante c:delao ccde-wa-1| dide-1la-» d:dexal

cosecante d:dexal c:delao ccde-wa-1 | dide-la-»

d = decrece

tgxe(-0; +0)

ctgx & (-0 ; + )

extremos en el cual se encuentra el valor de la fun-

cion. Se denota asi:

senx¢[-1; +1]

cosx g [-1; +1]

[ ] intervalo cerrado
() intervalo abierto

( ] intervalo abierto cerrado

[ )intervalo cerrado abierto

secxe(-0; -1] v [+]; + )
cosec x € { -0 ; -1] v [+1; + )

DOMINIO Y RANGO DE LAS FUNCIONES
TRIGONOMETRICAS

En las funciones trigonométricas, DOMINIO es el
valor del angulo o arco; RANGO es el valor de la fun-
cion. Las funciones trigonométricas no son BIUNI-
VOCAS; es decir, para un angulo hay mas de un valor
para su funcion, repitiéndose dentro de un periodo.

FUNCION DOMINIO RANGO PERIODO
sen x YV x [-1; +1] 27
CoS X V x [-1; +1] 27
tg x Vx-{2n+l}% Ro (-0; +0) T
ctg x Y x - {nmn} Ro(-0; +0) T
sec x Vx-{2n+1}% R-(-1; +1) 2
cosec X YV x - {nm} R-(-1;+1) 21 R = ntimero real
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RELACIONES TRIGONOMETRICAS
FUNDAMENTALES

sen’a + cos’a = 1

(oo SR
. cos a
tga.ctga=1

1+tg?a=sec’a

ctga=

cos a
sen a

|sena.coseca=1 |

| cosa.seca=1

|1+ctg2a=cosec2a |

RELACION DE FUNCIONES TRIGONOMETRICAS EN TERMINOS DE UNA SOLA

sen a CoSs a tg a Ctg a sec a cosec a
1 1 + Vsec?a - 1 1
sen ' + V1 - cos’a
1 + tg’a |+ 1+ ctg’a see & cosec a
N 2
tg a ctg a 1 + Vcosec-a - 1
cos a + V1 - sen’a ' 8 &
£V + tgla | = V1 + ctg’a e & (CORIEE &)
+ V1 - cos?a 1 1
tga et ' +\secta-1 |—M
+ V1 - sen?a cosia ciga + Vcosec?a - 1
+V1 - sen?a B A 1 1
ctg a ‘ — |+ Vcosecta -1
g + V1 - cos?a tga + Vsec?a - 1
1 1 vl A cig’a cosec a
sec a +Vl+tgla |—=— '
+ V1 - sen’a Nt cga +Ncosec?a - 1
+V1 + tg?a
cosec a 1 ! 5 +V1 +ctgla |—>5€28 '
Sk + V1 - cos?a 82 + Vsec?a - 1
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ARCOS COMPUESTOS

FUNCIONES DE LA SUMA Y DIFERENCIA DE
ARCOS

sen (axb)=sena.cos.b £senb . cosa

cos(axb)=cosa.cos.bFsena.senb

tea =xtgb
tg(aib)=&
l1+tga.tghb
tga.ctgb ¥ 1
C[g(arb):&
ctgb +ctga

FUNCIONES DE LA SUMA DE TRES ARCOS

sen(a+b+c)=sena.cosb.cosc-sena
.senb.senc+senb . cosa
.cosc+senc.cosa.cosb

cos(a+b+c)=cosa.cosb.cosc-senb
.Sen c.cosa-sena.sen c
.cosb-sena.senb.cosc

taga+tgb+tgc—tga.tgb.tgc

tg@a+b+o=
l-tga.tgb-tga.tgc-tgb.tgc

EQUIVALENCIA DE LAS FUNCIONES DE LOS
ARCOS COMPLEMENTARIOS

Sean: (% - a) y “a” dos arcos complementarios:

L a)+a=L

2 2
7

sen [—-a|=cosa
E)

se cumple:

7
cos [—-a|=sena
T
tg(=-a)=ct
g(z a) ctga

Ejemplo:
sen 40° = cos 50°

puesto que:
40° + 50° = 90°

EQUIVALENCIAS DE LAS FUNCIONES DE LOS
ARCOS SUPLEMENTARIOS

Sean: (7t - a) y “a” dos arcos suplementarios, entonces:

(m-a)+a=m

se cumple:
sen (T - a) = sen a
cos (T -a) =-cos a
tg(r-a)=-tga
Ejemplos:
cos 120° = - cos 60°
notar que:

120° + 60° = 180°
tg 130° = -tg 50

EQUIVALENCIAS DE LAS FUNCIONES
TRIGONOMETRICAS DE LOS ARCOS
NEGATIVOS

Sean “a” y “-a” dos arcos iguales pero de signo cotra-
rio. Es decir, del mismo origen pero de sentido con-
trario. (En el grafico todos de origen A).

sen a = MP ; sen (-a) = M’P = -MP
cos a=QOP ; cos (-a) = OP = OP
tga=AT ; tg (-a) = AT’ = -AT
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T FUNCIONES DE ARCO MITAD

M
a 2 a
1 -cosa=2sen” —
2
P
o) A
seni—+ 1-cosa
/2 2 2
M,
T 2 a

1 = 2 —
+cosa cos )

Luego:

sen (-a) = -sen a

cosec (-a) = -cosec a

Cosi_+4’1+cosa
2 T 2

1 -cosa
1 + cos a

2

=tg

2
2

| cos (-a) = cos a |

FUNCIONES DE ARCOS TRIPLES
| sec (-a) = sec a |

tg (-a) = -tg a

| ctg (-a) = -ctg a |

|sen3a=3sena-4sen3a|

|cos3a=4cos3a-3005a|

FUNCIONES DE ARCOS DOBLES

FUNCIONES AUXILIARES

sen 2a=2sena.cosa

seno verso a = 1 - cos a

2tga

sen 2a =

2
1+tgea cosversoa=1-sena

cos 2a = cos?a — sen” a

ex-seca=seca- 1

NOTA: A la ex-secante se le llama también
e external.

TRANSFORMACION A PRODUCTO
SUMA Y DIFERENCIA DE SENOS

|c052a=2c052a—1 |

|c052a=1—256n2a|

senA+senB=ZsenA;Bcosu

sen A -sen B = 2cosA+B

sen

2
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SUMA Y DIFERENCIA DE COSENOS

A+B A-B
sen )

cos A + cos B = 2 cos

cos A - cos B=-2sen

S —_—

A+B A-B
2 2

LIMITES TRIGONOMETRICOS

1. En el primer cuadrante se cumple que el arco es a cero? (x = 0) sen %
mayor que el seno pero menor que su tangente.
3 2% 6 =X
sena<a<iga lim 3% im = lim 2
o x =>0sen2 x—0senX x—0sen>
: 2 2 2
X
O<a< B
2 =6.lim =0.
x — 0 sen —
2
2. Cuando el arco es muy pequenio; es decir, cerca- o lim 3x 6

no a cero, el seno, el arco y la tangente tienden a

confundirse.

lim
a—(0 tga

De donde:

Ejemplo:

¢Cudl es el limite de

sena =a=tga <a—0

x—=0 senX

FUNCIONES TRIGONOMETRICAS INVERSAS

Son expresiones que dan el valor del angulo “en forma indicada”.

Sea “A” un arco 6 angulo:

denotacion inglesa denotacion francesa

sen A =m = A =arco sen m A= sen!m
cos A=n = A =arco cos n A =cos'n
tgA=p = A =arco tgp A= tglp
ctgA=q = A = arco ctg q A=ctglq
secA=rt = A =arco secr A= secl'r
cosec A =s = A = arco cosec s A = cosec s
De donde:

sen (arco sen m)

cos (arco cos n)

tg (arco tg p)

=m <>
=n <>
=p i

arco sen (sen A) = A
arco cos (cos A) = A

arcotg (tgA) =A

, cuando x tiende

1
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Ejemplo: Calcular

(€Y)

1 V10
y = arco sen + arco tg 5 + arco sec 3

Procedimiento. Llamando:

3

A=arcosenT3 = senA=T:>A=6O°

B=arcotg%=>th=%

C = arco sec 3 3secC=13—0:>th=l?

Sustituyendo en (1):

y=A+B+C

o0 sea:
y=060+B+C

y—-60=B+C
tomando tangente:

tg (y-60) =tg (B+ C)

tgB+1tgC

tg(y-60) = ——-—+
&Y 1-tgB.tgC

sustituyendo valores de tg By tg C:

1 1 5
273 %6
tg (y—-60) = =—=1
&Y L1155
2’3 6
tg (y —60) =1
y = 60 = 45°
y = 105°

DOMINIO Y RANGO DE LAS FUNCIONES INVERSAS

En las funciones inversas, como su nombre lo indica, el DOMINIO de una funcion es el RANGO de la inver-
sa y viceversa, consideradas dentro de un INTERVALO.

FUNCION INVERSA DOMINIO RANGO
a —— —
~— arco cos X O’%
g [+ 2]
2 2
(0;m)
[o : l>u<l;n]
2 2
[-l;0>u<0 : l]
2 2
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ECUACIONES TRIGONOMETRICAS

La solucion puede ser la mas pequena de todas (solu-
cion principal) o puede ser una expresion algebraica
que incluya todos los arcos que satisfagan la ecuacion
dada (solucion general).

Expresion de todos los arcos que tienen la
misma funcion trigonométrica.

Que tienen el mismo seno:

X =Kx + (-Dka

a = solucion principal

Que tiene el mismo coseno:

X=2Km =f

B = solucién principal

Que tienen la misma tangente:

X=Krn+0

0 = solucion principal

SOLUCION DE LAS ECUACIONES

Para resolver ecuaciones debe tenerse presente que:

senXx =a = x= sen'ta A X =km + (-1)Xsen! a
cosx =b = x= cos'b A X =2km + cos'b

tgx =c = x= tglc A X=kn+tglc

cigx =d = x= ctgld A X =km+ctg!d

secx =e = x= secle A X = 2ky + sec’! e

cosec x = f = x = cosec! f A X = kit + (-1)X cosec! f

Donde:

RESOLUCION DE TRIANGULOS

Para resolver tridangulos que equivale a calcular sus
lados o sus angulos, debe conocerse las siguientes
leyes o propiedades:

TRIANGULOS OBLICUANGULOS

1. Ley de los senos: En todo tridngulo, los lados son

directamente proporcionales a sus lados
opuestos.
A
c b
B C
a

Ke Z ; x =solucion principal y X = solucion general

a __b __ ¢
senA senB sen C

2. Corolario: En todo triangulo inscrito en una cir-
cunferencia, la relacion de la Ley de los senos es
constante e igual al diametro de la circunferencia

circunscrita.
A

a _ b — C - 2R
sen A senB sen C
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3. Ley de cosenos (Carnot).- Para todo tridangulo:

A

A c B

a?=b*>+c*-2.b.ccos A

b’=a*+c* -2.a.ccosB

c=a’+b?’-2.a.bcosC

4. Ley de las tangentes (Nepper).- Para todo
triangulo:

A
b a
B C
C
tA+B
a+b _ §73
a-b . A-B
£

5. Ley de las proyecciones.- Para todo triangulo:

A

C

a=b.cosC+c.cosB

b=a.cosC+c.cosA

c=a.cosB+b.cosC

CALCULO DE ANGULOS

(Férmula de Briggs)

Si:

a+b+c
2

A 4/p(p-a)
OS5 = N"he

sen % = V—(p _ b;(p =)

A p(p - a)
5= o bo-o

CALCULO DE SUPERFICIES

Férmula Trigonométricas

C
b a
AA AB
c
s=2- b sen C
2
s=b.¢ cna )
S=2-C snB
Férmulas Geométricas
S S a.b.c
=D.r =
. 4R
S=Vp(p-a)p-b)p-c) (I

S=pa(p-a)
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Donde: 1.-De: pr=S
p = semiperimetro S
= r=>
r = radio circulo inscrito P
R = radio circulo circunscrito
T A
) ) ) ) 2.- De: =tg—
pa = radio del circulo exinscrito al lado a p-a 2

ELEMENTOS SECUNDARIOS EN LA (oA
SOLUCION DE TRIANGULOS BRI

Para calcular los elementos secundarios, lo aconse-

jable es despejar las formulas conocidas, tales como 3 Deacr [et B .o Cc
las siguientes: I 53 £3
g
RADIOS a
= r=

RADIO CIRCUNSCRITO: B C
Ctg ? + Ctg 7

Es el radio “R” de la circunferencia circunscrita al

triangulo.
A RADIO EX-INSCRITO:
Es el radio “p” de la circunferencia, ex-inscrito a uno
de los lados del triangulo.
B
T
C B
1.-De: 2R=-2 A2 a
sen A /)A/Z/
A b Cc P
a
= R=
2senA De la propiedad:
abc
2.- De: =S AP = AT = atb+c , se demuestra:
4R )
:>R=a4bs'C 1_a+b+c té
' T2 8

RADIO INSCRITO O INRADIO: 0:

Es el radio “r” de la circunferencia inscrita en el A

triangulo. P=Pp.&5

2.-De: S= p(p-a)
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CEVIANAS

Son rectas que partiendo de un vértice tocan un
punto del lado opuesto. Las principales son: altura,
mediana, bisectriz interna y bisectriz externa.

ALTURA

Es la perpendicular trazada de un vértice al lado

opuesto.
A

ha

l-lha=b.senC

ha=c.senB

2-lha=2.R.senb.senC

3.- ha=2'S
a

ha = altura con respecto al lado “a”

MEDIANA

Es la recta trazada de un vértice al punto medio del
lado opuesto.

2
1.- De: b2+c2=2.m§+a—

; a/2 } a/2 i
2
2-lm=24+2_a.c.cosB
b 4
2
m*=2 4+b—a.b.cosC
(&
4m§= b2+c2+2.b.c.cosA

La interseccion de las tres medianas se denomina
CENTRO DE GRAVEDAD o BARICENTRO.

A

b N
BISECTRIZ INTERIOR

Es la recta que divide a un angulo interior en dos
angulos iguales.

1.-
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2.- ti:b.c—m.n

Formula Trigonométrica:

La interseccion de las tres bisectrices interiores se
llama INCENTRO.

BISECTRIZ EXTERIOR

Es la recta que divide a un angulo exterior en dos
angulos iguales.

Formulas Geométricas:

L
n

C
m

2.- ti:m.n—b.c

Formula Trigonométrica:

2.b.c A
t = sen —
2

La interseccion de las tres bisectrices interiores se
llama EXCENTRO.

90 - A
Ao 2
RO
So a
b ..
c S
S S, Y
C a BI I
[ n 1
l |
|

CUADRILATEROS CONVEXOS

Son cuadrilateros cuyos dangulos son menores que
180°.

D
SUPERFICIES
1-|S= AC—BD - sen o

S = \/(p-a) (p-b) -0 (p-d) —a.b.c.d.cos a

[\
.I

donde:

p = semiperimetro

A+C
o=
2
0
B+D
o =
2

CUADRILATERO INSCRITO O CICLIiCO

A+C=B+D-=180°

C

S=\p-a)p-bp-p-d

Formula de Brahma-Gupta
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CUADRILATERO CIRCUNSCRITO

A

Propiedad de Pitot:

a+b=c+d=p

POLIGONOS REGULARES

CIRCUNSCRITOS:
Valor del lado “1” y la del drea “S”

] =2r.tg & S=n.r.
rgrl n.r

=172

N

INSCRITOS:
12—

N74

Calculo del lado “I”, apotema “Ap” y drea “S”

_ T
l—2r.senn

= I
Ap_R.cosn

OP = Ap
n = numero de lados

R = radio circunscrito

S =drea

PROBLEMA DE POTHENOT-SNELLIUS

Conocido también como problema de los cuatro
puntos o problema de la carta (geografica):

Dados tres puntos no colineales: A, By C, calcu-
lar sus distancias a un cuarto punto D (situado en
el plano ABC, interno al angulo convexo ACB),
desde el cual se vean las distancias AC y BC bajo
angulos dados. Se supone como incognitas los
angulos x e y.

Por ley de senos en los triangulos (1) Y (2):

senx _ DC
seno  a

b a
_ bsen W

seny ~ asenf

sen x

x+y=3060°-(a+p+C) 2)

~
i‘? w)}
=
4
4
4
4

Ol

Como a, b, a, B,y C se conoce, se tiene un sis-
tema de ecuaciones trigonomeétricas cuyas incog-
nitas son “x” e “y”. Hallando “x” e “y” el proble-
ma queda resuelto, al conocer todos los angulos y
un lado de cada uno de los tridangulos (1) y (2).
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FISICA

Es la ciencia que tiene por objeto el estudio de los
cuerpos, sus leyes y propiedades mientras no cambie
su composicion, asi como el de los agentes naturales
con los fenomenos que en los cuerpos producen su
influencia.

La fisica puede dividirse de un modo general en dos:
Fisica Experimental y Fisica Matematica. En la pri-
mera, la labor de investigacion tiene a obtener solo
datos y axiomas de la Fisica matematica. Esta ultima
a su vez, partiendo de esos datos experimentales, es-
tablece principios de los cuales se deduce, mediante
los recursos del calculo, formulas generales.

DEFINICIONES
FENOMENO

Toda apariencia o manifestacion del orden material o
espiritual.

ENERGIA

Causa capaz de transformarse en trabajo mecanico.
MAGNITUD

Tamano o cantidad de un cuerpo.

MEDIDA

Expresion comparativa de las dimensiones o cantidades.

DIMENSION

Longitud, extension o volumen de una linea, de una
superficie o de un cuerpo, respectivamente. A partir
de FEinstein, se considera la cuarta dimension: “el
tiempo”.

CANTIDAD

Todo lo que es capaz de un aumento o disminucion
y puede, por consiguientes, medirse o contarse.

ECUACIONES DIMENSIONALES

Son expresiones de la forma algebraica que, valién-
dose de las unidades fundamentales representadas
por las letras M, F, L, T, se usa para probar formulas,
equivalencias o para dar unidades a una respuesta
(M: masa; F: fuerza; L: longitud; T: tiempo).

SISTEMAS DE UNIDADES

UNIDADES DEL SISTEMA ABSOLUTO

Sub-sistema L M T
CGS cm g S
MKS m kg s
FPS pie 1b s

UNIDADES DEL SISTEMA TECNICO,
GRAVITACIONAL O PRACTICO

Sub-sistema L I T
CGS cm g s
MKS m kg s
FPS pie 1b s
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UNIDADES DEL SISTEMA INTERNACIONAL DE MEDIDA “SI”

UNIDADES DE BASE
MAGNITUD NOMBRE SIMBOLO DIMENSION
Longitud metro m L
Tiempo segundo s T
Masa kilogramo kg M
Intensidad de :
. R amperio A 1
corriente Eléctrica
Temperatura kelvin K 0
Intensidad
. candela ca J
Luminosa
Cantidad de
. mol mol N
sustancia

Ejemplo:

UNIDADES SUMPLEMENTARIAS
MAGNITUD NOMBRE SIMBOLO

Determinar la ecuacion dimensional del peso
especifico.

Angulo radian rad

Procedimiento:

estereo radian

Angulo solido

ST

Sabiendo que: Pe = V_\\]]

UNIDADES DERIVADAS Pero:

MAGNITUD NOMBRE SIMBOLO WeFem azM.- % -M %2 ~ MLT?
A t
Area metro cuadrado m?
Volumen metro cubico m’ y: V=01’
! kilogramo por
Densidad Metgro cﬁbiio kg/m’ Sustituyendo en la primera ecuacion:
Velocidad | metro por segundo m/s b MIT-2
Fuerza y peso newton N |
Presion pascal
Pe = MLT?
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CONVENCIONES BASICAS

a) La suma o resta de unidades iguales produce la mis-
ma unidad:

6T+8T-T-7T=T

b Las constantes y los coeficientes numeéricos se
reemplaza por 1:

5M - 6,5M + 9,8M =M
mw+10L=1+L=L
¢) Se escriben en forma de enteros, si hay denomina-

dos se escribe con potencia de signo negativo para
darle la forma de entero.

Ejemplo: IM _ v

T
d) El signo | | significa “ecuacion dimensional de”.
e) La dimension de un angulo o funcion trigono-
métrica es un numero, como tal dimensional-
mente es 1.
60°] =1
| cosec 45°| =1
f) Dimensionalmente los logaritmos valen 1.
|log8| =1
|log 17| =1
VECTORES

Vector significa “que conduce”. Los vectores sirven
para representar: fuerza, velocidad, aceleracion, etc.

MAGNITUD

La magnitud expresa el tamano de un cuerpo o la
dimension de algin fenomeno. Puede ser escalar o
vectorial.

MAGNITUD ESCALAR O MODULO

Es aquella que estd plenamente determinada por un
numero y una unidad de medida o especie.

Ejemplos:
i) L =18 yardas
ii) m =14 1b

iii) t = 6 semanas

MAGNITUD VECTORIAL

Es aquella que ademas de tener “un ntmero y una
especie” tiene direccion y sentido:

Ejemplos:

D a=98m/s

ii) I? =15 newton
iii) V = 30 km/h

REPRESENTACION GRAFICA DE UN
VECTOR

Se representa por un segmento de una recta orienta-
da. Se utiliza para representar fuerzas, pesos, acelera-
ciones, etc.

Direccion Sentido

e

% Magnitud —

SUMA Y RESTA DE VECTORES

A.- METODOS GEOMETRICOS

e METODO POLIGONAL O POLIGONO
FUNICULAR

SUMA. .- Para sumar vectores:

Se traza, en un mismo plano, los vectores uno a
continuacion del otro, respetando su magnitud,
direccion y sentido se une el origen del primero
con el extremo del ultimo y este trazo es la resul-
tante con su magnitud, direccion y sentido.

Ejemplos: Sumar los vectores:

Da.bye

o |
ol
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R=a+b+c

Y

Resultante

DIFERENCIA

Se traza el vector minuendo y a continuacion el
sustraendo pero en sentido contrario. Se une el
origen del primero con el extremo del segundo y
se obtiene la resultante con su magnitud, direc-
cion y sentido.

Ejemplo: Restar a - b

A

|

e METODO DEL PARALELOGRAMO
SUMA

Se traza los dos vectores que se va a sumar, par-
tiendo de un mismo punto, luego se completa el
paralelogramo; la diagonal es la resultante.

Ejemplo:

Sumar los vectores a, b

IS
ol

\

o

RESTA

Se traza el vector minuendo y luego el vector sus-
traendo partiendo de ambos del mismo origen
pero el sustraendo con sentido contrario. La diag-
onal del paralelogramo formado es la resultante.

Ejemplo:

Restar: a-b

|

0 |
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B.- METODOS ANALITICOS DIFERENCIA: Restar a - b
Consiste en calcular algebraicamente la resul- R a b
tante. =

sen A seno senf

e METODO DEL PARALELOGRAMO
SUMA

Resultante de lasuma a + b

RS=\/a2+b2+2.a.b.cosa

DIRECCION DE LA RESULTANTE

Esta dada por el angulo que forma la resultante con
uno de los vectores.

b ey i
RESTA a R
Resultante de la diferencia a - b ,,', i
0 AC :
RS=\/a2+b2-2.a.b.cosa © b S T

sen 0 = a . sen o

Val+b?+2.a.bsena

a.sen 6
tg=———
b+a.cos6

DESCOMPOSICION DE UN VECTOR EN SUS
e RESULTANTE POR LEY DE SENOS ELEMENTOS RECTANGULARES

Por el origen del vector (a ) que se quiere descom-
poner, se traza un sistema de ejes perpendiculares
(eje rectangulares), sobre estos ejes . Se proyecta el

SUMA: Sumar a + b

R _a _ b vector, la proyeccion sobre el eje “x”, se llama “com-
sen A senoa senf ponente horizontal a_”, 1a proyeccion sobre el “eje y”
se llama “componente vertical ay”.
Ejemplo:
y

|

|

\j
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a_: componente hortizontal.

a : componente vertical.

Donde: a_ =acosa

a_ =asen o
y

Otro ejemplo:

RESULTANTE POR DESCOMPOSICION
RECTANGULAR

Hallar la resultante de a + b

Se descompone a y b en el sistema de ejes rectan-

gulares.
R = suma de componentes horizontales.

Ry = suma de componentes verticales.

R=1fR2+R2
% y

R = resultante final o suma de a + b

Para hallar R, y _Ry, se suma algebraicamente los vec-
tores que estdn sobre los ejes x e y:

YA

a, + b, =Ry

a, + b, =

Finalmente:
R, +

DIRECCION DE

Y

o]

LA RESULTANTE

R)’
tg0=—
. R

X

MECANICA

Mecanica es la parte de la Fisica que trata del movi-
miento y de las fuerzas que pueden producirlo, con-
sideradas con toda generalidad, asi como del efecto

que producen en

las maquinas. Tienen tres partes:

1.- Mecanica de solidos:

a) Cinemadtica

b) Estdtica

¢) Dinamica

2.- Mecanica de los liquidos:

a) Hidrostatica

b) Hidrodinamica

3.- Mecanica de los gases:

a) Neumostatica

b) Neumodindmica

A. CINEMATICA

Es el estudio del movimiento de los so6lidos, inde-
pendientemente de las causas que lo originan.
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CONCEPTOS
MOVIMIENTO

Accion o efecto del desplazamiento de un cuerpo en un
lapso de tiempo con respeto a otro que se supone fijo.

TRAYECTORIA

Es la linea geométrica descrita por las distintas posi-
ciones que va ocupando un punto o cuerpo, que se
mueve en un lapso de tiempo.

Segun la trayectoria del movimiento puede ser:

a) Rectilineo b) Curvilineo

¢) Circuferencial d) Parabolico

CLASES DE MOVIMIENTO

a) Uniforme b) Variado

¢) Uniformemente variado

MOVIMIENTO RECTILINEO UNIFORME
(M.R.U))

v=X Unidades SI: %

Donde:
V = velocidad o rapidez.
e = distancia recorrida en el timpo “t”.

t = tiempo que dura el movimiento.

MOVIMIENTO VARIADO

Cuando su velocidad o rapidez varia desordenada-
mente.

VELOCIDAD O RAPIDEZ MEDIA

Es un promedio de las rapideses de un movil.

MOVIMIENTO RECTILINEO UNIFORMEMENTE
VARIADO (M.R.U.V.)

AV:Vf—V.
i

AV = variacion de la rapidez o velocidad.

V; = velocidad o rapidez final.

V, = velocidad o rapidez inicial.

ACELERACION

Unidades SI: 1L
52

RAPIDEZ FINAL CON VELOCIDAD INICIAL

Vp=V +a.t
1

Unidades: V =1 at:E2 ©t=s
s

>
S

ESPACIO “e” RECORRIDO CON ACELERACION
Y VELOCIDAD INICIAL

e=VA.t:L-a\.t2
2

cuando V. =0: e=i-a.t2
1 2
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VELOCIDAD FINAL “V.” EN FUNCION DE
V.,a, e
1

VZ=V2+2 . a.e
f i

MOVIMIENTO VERTICAL

Es el movimiento de un cuerpo que sigue la direc-
cion radial de la Tierra. El movimiento es uniforme-
mente variado, la aceleracion es la aceleracion de la
gravedad (g = 9,8 m/s?). Cuando el movimiento es
“hacia arriba”, la aceleracion “g” es negativa, cuando
el movimiento es “hacia abajo”, la aceleracion “g” es

positiva.

MOVIMIENTO COMPUESTO

h=V. .t=+gt
Ve=V, zgt
V2= V24 2gh

Donde:
h: altura de subida o de caida

g: aceleracion de la gravedad (9,8 m/s? o 32
pies/s?). De subida (-), de bajada (+).

Es aquel en el cual existen simultdneamente 2 o mas tipos de movimiento. Por ejemplo: movimiento hori-

zontal y vertical a la vez.

PRINCIPIO DE LA INDEPENDENCIA DE LOS
MOVIMIENTOS (Principios de Galileo)

“Si un cuerpo tiene movimiento compuesto, cada
uno de los movimientos se cumple como si los demas
no existieran”.

MOVIMIENTO PARABOLICO (Introduccién a la
balistica)

El movimiento de un proyectil en el vacio resulta de
la composicion de un movimiento horizontal rectili-
neo y uniforme, y un movimiento vertical uniforme-
mente variado por la accion de la aceleracion de la
gravedad.

CARACTERISTISTICAS DEL MOVIMIENTO
PARABOLICO

Ay
A\ Vv
y__ X
- Vx
A 4 H V}f
Vi d !
W ] i
. s
R
- D —¥—>|_\
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a) Forma de la trayectoria: “parabola”.

b) Velocidad del movimiento horizontal V.
CONSTANTE

V. =V..cosa
X 1

¢)Velocidad vertical Vy: UNIFORMEMENTE
VARIADA

1) Rapidez vertical inicial:

V. =V..sena
iy i

2)Rapidez vertical en un punto cualquiera de la
trayectoria, de acuerdo al tiempo.

V. =V.sena xg.t
y 1

d) Tiempo “t” de vuelo cuando “H” decrece hasta
cero.

H=V..sen0L-L.g4t2
! 2

Entonces, cuando H = 0:

2Vi .sen o

g8

t

e) Tiempo para alcanzar su maxima altura “H”.
La altura es maxima cuando Vy =0
= V_=V..seno-gt
y 1

de donde y considerando Vy =0

El alcance vertical es maximo cuando o = 90°

g) Alcance horizontal “D”

Vi2 .sen2 o
H =

2g

El alcance horizontal es maximo cuando o = 45°

MOVIMIENTO CIRCUNFERENCIAL UNIFORME
(M.C.U.)

Es aquel en el cual la trayectoria es una circunferen-
cia; barre arcos y barre angulos iguales en tiempos
iguales.

PERIODO

Es el tiempo “t” que tarda un movil en dar una vuelta
a una revolucion a la circunferencia.

Velocidad lineal “V”:

arco “L”

t

[T E)

Velocidad angular “w

angulo “a”
0=
t

Unidades SI: rzl_d

<

VELOCIDAD O RAPIDEZ ANGULAR Y
PERIODO

Siendo “T” el periodo o tiempo empleado por un
movil en dar una vuelta(2w radianes), la velocidad
angular es:
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RELACION ENTRE LA VELOCIDAD ANGULAR'Y
LA VELOCIDAD TANGENCIAL

V=w.R

FRECUENCIA “f”

Es la inversa del periodo “t”.

fo L
T

ACELERACION CENTRIPETA, RELACION CON
LA VELOCIDAD TANGENCIAL Y LA VELOCI-
DAD ANGULAR

MOVIMIENTO CIRCUNFERENCIAL
UNIFORMEMENTE VARIADO(M.C.U.V.)

Es el movimiento circunferencial que tiene acel-
eracion. Su rapidez varia con el tiempo.

ACELERACION ANGULAR “y”

Unidades SI: @
s

RELACIONES DE VELOCIDAD O
RAPIDEZ FINAL, ANGULO RECORRIDO

Wp=w +yt

1, o
A=) tx=-yt

2 2
W= £2ya

B. ESTATICA

Estudia las condiciones que debe cumplirse para que
un cuerpo indeformable, sobre el que actian fuerzas
y/o cuplas, se mantenga en equilibrio; es decir para
que las fuerzas o cuplas se anulen entre si.

FUERZA

Es una magnitud vectorial que modifica la situacion
de los cuerpos, variando su estado de reposo o
movimiento, variando la velocidad de los cuerpos,
aumentando, disminuyendo o variando su direccion.
TODA FUERZA APARECE COMO RESULTADO DE
LA INTERACCION DE LOS CUERPOS.

RESULTANTE DE UN SISTEMA DE FUERZAS

También se llama composicion de fuerzas. Hay varios
€asos:

1) CUANDO ESTAN EN UN MISMA LINEA DE
ACCION 'y tienen el mismo sentido, la resultante
es la diferencia de las fuerzas.

Y

2) CUANDO ESTAN EN UNA MISMA LINEA DE
ACCION vy tienen sentido contrarios, la resul-
tante es la diferencia de las fuerzas.

1 2
—_—— A
R=F, -F,

—_

3) CUANDO FORMAN CUPLA con respecto a un
mismo eje. Cupla es una par de fuerzas paralelas
de igual modulo pero de sentidos opuestos.

La resultante tiene las siguientes caracteristicas:

a) Su eje de rotacion es el mismo que el de los
componentes.

b) Su sentido, es el de la cupla mayor.
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4)

¢) Su medida, la diferencia de las cuplas. b) Método del Paralelogramo.
d) Su punto de aplicacién es cualquiera, es un (Paso 1)
vector libre.

El equilibrio se consigue aplicando una cupla R

igual y de sentido contrario. \
— — — F
R=F.d-F .d 2

1

Y

como F1 = F2 = E entonces:

R=F(d,-d)

Unidades SI: N . m

_2 —_— —
F, + F2 +2F1F2cosa

O )
i

|F = — 2 = =
2 -
R_'\jR + F; +2 R, Fycos B

CUANDO LAS FUERZAS SON CONCURREN-
TES, las resultantes se halla por el “poligono de
fuerzas”, por el “paralelogramo”, o por el “siste-
ma de ejes cartesianos”.

¢) Método del sistema de ejes coordenados:

Ejemplo: Hallar la resultante de las fuerzas de la
figura:

1)SF _=F _+F, -F

2)XF =F -F) -F
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5) CUANDO SON PARALELAS Y DEL MISMO SEN-

6)

TIDO, las caracteristicas del a resultante son:

A 0 B
' l
Fy 7
R

Su recta de accion es paralela a las fuerzas.
Su sentido, el sentido de las fuerzas.
Su medida, la suma.

Su punto de aplicacion esta situado en un punto
que divide a la barra que une las fuerzas en seg-
mentos inversamente proporcionales a las fuerzas
(Relacion de Stevin).

Sea O el punto de aplicacion de la resultante,
entonces:

CUANDO SON PARALELAS Y DE SENTIDO
CONTRARIO, las caracteristicas de la resultante
son:

Su recta de accion paralela a las fuerzas.

Su sentido es el de la fuerza mayor.
Su medida, la diferencia.

Su punto de aplicacion estd situado en un punto
que divide a la barra que une las fuerzas en seg-
mentos inversamente proporcionales a las fuerzas
(Relacién de Stevin).

Sea O el punto de aplicacion de la resultante,
entonces:

CONDICIONES DE EQUILIBRIO EN UN
CUERPO

e PRIMERA CONDICION DE EQUILIBRIO O

EQUILIBRIO DE TRASLACION

Cuando un cuerpo estd en reposo o en movimien-
to rectilineo uniforme, la suma de todas las
fuerzas ejercidas sobre ¢l debe ser igual a cero.

2 F =

Cuando la fuerzas se descomponen en sus com-
ponentes rectangulares se debe tener que:

NOTA IMPORTANTE

Un cuerpo estd en reposo cuando soporta las

acciones de tres fuerzas concurrentes que se
anulan.

TEOREMA DE LAMY
O LEY DE LOS SENOS

“En un triangulo funicular. los lados que repre-
sentan las fuerzas son proporcionaleas a los senos
de los angulos opuestos”.

175 1) £y

seno  senfl seny
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MOMENTO DE FUERZA

Con respecto a un punto O con respecto a un eje,
se calcula asi:

Unidades SI: n . m
O: punto de giro( o apoyo)
F: fuerza

d: distancia del punto de giro a la fuerza

I

_____________ L

d

O

e SEGUNDA CONDICION DE EQUILIBRIO O
EQUILIBRIO DE ROTACION

Cuando un cuerpo permanece en reposo o, cuan-
do rota con velocidad uniforme, la suma de todos
los momentos debe ser cero:

2M=0

DIAGRAMA DE CUERPO LIBRE (D.C.L.) O DIA-
GRAMA LIBRE

Es un grafico donde se indica TODAS LAS FUERZAS
que se actuan sobre el cuerpo. Precisamente, las car-
acteristicas del D.C.L. es que todas las fuerzas que
actuan sobre el cuerpo concurren a un punto comun.

Ejemplo: Sea el sistema:

Diagrama del cuerpo libre:

Donde:

T = tension del cable que “soporta” la barra.
R = reaccion de la pared “sobre” la barra.

W = peso de la barra,“atraccion” que la Tierra
ejerce sobre la barra.

O= punto de concurrencia de las fuerzas.

DESCOMPOSICION DE FUERZAS EN SUS
COMPONENTES RECTANGULARES

El procedimiento indica que las fuerzas de un sis-
tema en equilibrio se grafique en un DIAGRAMA de
CUERPO LIBRE. El punto de concurrencia de estas
fuerzas se hace coincidir con el punto de interseccion
de un Sistema de ejes rectangulares. Cada una de las
fuerzas se proyecta sobre los ejes “x” e “y” del sis-

tema rectangular, hallando las componentes de las

W, [731)

fuerzas sobre los ejes “x” e “y”.
Ejemplo:
C
30° T
R
T /
A @)
—_
R
30
P B
PY
Sistema Diagrama libre

- 168 -



Y

PY

Descomposicion sobre los ejes x e y

T sen 60°

A

R sen 30°

|

T cos 60° O

Descomposicion de T

30°

Y

Y

R cos 30°

Descomposicion de R

MAQUINAS SIMPLES

Una maquina simple es un mecanismo o conjunto de
mecanismos que mediante fuerzas mecanicas, trans-

forma un trabajo motor en trabajo util.

Hay dos tipos: maquinas simple tipo palanca y

maquinas simples tipo plano inclinado.

Palanca
Tipo palanca { Poleas

Tornos

Tipo plano inclinado { Cuna

Tornillo

A) TIPO PALANCA
PALANCA

Es una barra

Plano inclinado

rigida sometida a dos esfuerzos

(Resistencia “R” y fuerza “F”) y apoyada en un

punto.

Segun la posicion de la resistencia “R”, fuerza “F”
y punto de apoyo “A”, puede ser: inter-apoyantes,

inter-resistentes e interpotentes.

Ve
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Donde:
R = resistencia
A = apoyo

F = fuerza de accion

CONDICIONES DE EQUILIBRIO DE LA
PALANCA

2 M, = 0 que es lo misom que:

R.r=F.f

Donde:

r = brazo de resistencia
f = brazo de fuerza

TORNO O CABRESTANTE

Es una palanca inter-apoyante.

.r=F . f

POLEA FIJA

Es una palanca inter-apoyante. No ahorra fuerza.

R=F
F
kY
POLEA MOVIL
Es una palanca inter-resistente.
A
| F
e
2

Ry

POLEA MOVIL DE FUERZAS NO
PARALELAS

Es una palanca inter-resistente.
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POLIPASTO c) APAREJO DIFERENCIAL O TECLE

Son de tres clases: Aparejo potencial o trocla, Consta de una polea con 2 diametros distintos
aparejo factorial o moton y aparejo diferencial o y con periferias dentadas y una polea fija tam-
tecle. bién con perimetro dentado, la cual lleva la

a) APAREJO POTENCIAL O TROCLA

Es un conjunto de poleas moviles con una fija.

*R F=%

b) APAREJO FACTORIAL O MOTON B) TIPO PLANO INCLINADO:

Es un conjunto de poleas moviles y un con- 1. PLANO INCLINADO
junto de poleas fijas. - PLANO INCLINAD
Como su nombre lo indica es un plano incli-

F-R nado que forma un angulo o con la horizontal.
6

=y £
- Y
/7
~c|~r1
Illr

o F:E
n

VAN

n = namero total de poleas entre
moviles y fijas.

{
oy
—

Y NS

YR
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2.- TORNILLO, GATO O CRIC

| d I
P
E__h
T P 2nd
F
7
3.- CUNA

Es una pieza mécanica que puede tener la
forma de un cono o una cuna propiamente

dicha.

b) Ventaja mecanica ideal “V,”

V.= —

L r

f = desplazamiento de la maquina en vacio.

r = desplazamiento de la maquina en carga.

¢) Rendimiento mecdnico.-

Re = 10
Tm
A\

Re = A
Vi

Tu = trabajo util realizado por la maquina.

Tm = trabajo motor o trabajo recibido por la
mdquina.

C) DINAMICA

Parte de la mecanica que trata de las leyes del mo-
vimiento en relacion con las fuerzas que lo pro-
ducen. Se divide en Hidrodinamica, que se ocupa
de la mecanica de los liquidos, Aerodinamica o
dinamica de los gases y Dinamica de los puntos o
de los cuerpos rigidos.

PRINCIPALES CONCEPTOS

2Rd

Vd? + 4h?

F =

VENTAJA Y RENDIMIENTO MECANICO

a) Ventaja mecdnica actual o real “V,”

V=

W
F

W = peso o resistencia que vencer

F = fuerza real empleada para vencer “W”

FUERZA

Es un concepto matematico, que se puede definir
como todo aquello que modifica el estado de
movimiento de un cuerpo. TODA FUERZA
APARECE COMO RESULTADO DE LA
INTERACCION DE LOS CUERPOS.

MASA

Es la cantidad de materia que hay en un cuerpo.
Un concepto mas cabal: masa es la medida de la
inercia de un cuerpo, a mayor masa mayor inercia.

PESO

Es la “fuerza” que hace la Tierra para atraer la
masa de un cuerpo hacia su centro.
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RELACION ENTRE PESO Y MASA

m=2L
g

Unidades SI: —~— = kg
m/s*

m = masa, en kg
P = peso de la masa “m”, en N

g = aceleracion de la gravedad terrestre; en m/s?

La unidad de masa del SI es el KILOGRAMO
“kgﬁ:

kg =

% |8 |2
L

. 1 KILOGRAMO “kg”.- Es la masa que hay en
1 dm’® de agua pura a 4 °C.

SEGUNDA LEY DE NEWTON

La aceleracion que adquiere un cuerpo de masa “m”,
bajo la accion de una fuerza “F”, es directamente
proporcional a la fuerza “F” e inversamente propor-
cional a la masa “m”.

UNIDADES DE FUERZA

1 NEWTON:(unidad de fuerza del SI):

Es la fuerza que se aplica a 1 kg para provocarle
la aceleracion de 1m/s?.

m

1 DINA:

Es la fuerza que se aplica a 1 g para provocarle la
aceleracion de 1 cm/s?.

. cm
ldlna—1g~?

1 POUNDAL:

Es la fuerza que se aplica a 1 lib-masa para provo-
carle la aceleracion de 1pie/s?.

1 Poundal = 1 lib - m - DI

S2

1 LIBRA- FUERZA:

Es la fuerza que se aplica a 1 slug para provocar-
le la aceleracion del pie/s®.

llib-f=lslug-p—ie

S2

1 slug = 32,2 lib - masa

RESUMEN
El sistema oficial es SI, los demads son solo referen-
ciales:
SISTEMA MASA FUERZA
SI kg N =kg -2
2
aceptadas dina=g - <2
plc))r SI ® e s?
EPS. lib-m | poundal = lib-m - %
s
] . pie
Tec. Inglés| slug lib-f = slug . =3

EQUIVALENCIAS DE UNIDADES DE MEDIDA DE

MASA Y FUERZA

1 kg =1000g

1IN = 10° dinas

1 slug = 32,2 lib-m

IN = 0,224 lib-f

1 lib-f = 32,2 poundal
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ROZAMIENTO, FUERZA DE ROZAMIENTO O
FRICCION

Es una fuerza tangencial que estd presente entre dos
superficies en contacto y que se opone al movimien-
to relativo (desplazamiento) de uno con respecto al
otro. Puede ser rozamiento estatico o cinético.

R
ue = —

Fe
e=—< 0
N N

u, = coeficiente de rozamiento estatico (cuando
estan en reposo).

w. = coeficiente de rozamiento cinético (cuando
estdn en movimiento).

F_ =R = fuerza minima para romper el estado de
reposo.

F. = Fuerza necesaria para mantener un cuerpo
en movimiento.

N = fuerza perpendicular al plano de apoyo de
un cuerpo.

P = peso de un cuerpo, el vector que lo repre-
senta siempre esta dirigido al centro de la
Tierra. (Es vertical).

NOTA: Con freceuncia se usa w por .

DINAMICA DE LA ROTACION O ROTACION
DINAMICA

Es el estudio de la rotacion o giro de una masa mate-
rial “m” alrededor de un punto.

DINAMICA CIRCUNFERENCIAL

Un cuerpo en rotacion siempre tiene una aceleracion
centripeta “a_”. La fuerza centripeta “F ” ocasiona la
presencia de la aceleracion centripeta.

La fuerza centripeta nunca es una fuerza independi-
ente aplicada a un cuerpo, es la resultante de todas la
fuerzas radiales aplicadas al cuerpo.

La TENSION de una cuerda que sirve de radio de
giro en un movimiento circuferencial de un plano,
varia con la posicion del cuerpo que gira. Asi:

EnA: T, =F -m.g
EnB: Ty =F,

EnC: T. =F +m.g
EnD: T, =F +m.g.cos6
EnE: T, =F -m.g .cosp

- 174 -



Donde: m = masa que rota, en kg

y = aceleracion angular, en s

R = radio rotacién, en m

MOMENTO DE INERCIA: “T”

Es la resistencia que ofrece a la rotacion de un cuerpo.

I=m.R? In

)

Comparando (I) con (II):

M=y.1

MOMENTOS DE INERCIA DE ALGUNOS SOLIDOS

m . R? m.R2 m.h?
I= = +
2 4 12

Eje |
:

Eje m E m
R :
[

I h i

Cilindro macizo con respecto a su eje. Cilindro macizo cos respecto a un diametro central.

2

I==m.R> -

I==m.R>

Eje

]
=

Esfera maciza con respecto a un Cascaron esférico muy delgado con respecto a un

diametro cualquiera (eje). diametro cualquiera (eje).

| Eje
i i | IC -

Eje

I h

Varilla delgada respecto a un eje que pasa por el
centro y perpendicular a la longitud.

h

Varilla delgada respecto a un eje que pasa por un

extremo perpendicular a la longitiud.
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m . R? 3
= I=—m.R? I=m.R?
2 2
| Eje Eje
"\
Aro con respecto a cualquier Aro con respecto a cualquier Aro con respecto a su eje
didgmetro (eje). linea tangente (eje).
2, 12
1= (R2+12) | el
2 12
: '
4 -
’ Eje Eje T
V b

Cilindro anular (o anillo) con respecto Paralelepipedo con respecto al eje central.
al eje del cilindro.

CENTRO DE GRAVEDAD
Es el punto donde se supone esta concentrado todo el peso de un cuerpo.
TEOREMA DE VARIGNON

“En cualquier sistema de fuerzas se cumple que, la suma de todos los momentos producidos por las fuerzas
componentes, con respecto a un punto, es igual al momento producido por la fuerza resultante con respec-
to al mismo punto”.

Tomando momentos con respecto al punto “A”:
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Expresion que sirve para calcular el punto de
aplicacion de las resultantes.

Fl.X1+F2.X2+F3.X3=RX
o Fl.Xl+F2.X2+F3.X3
R

POSICION DEL CENTRO DE GRAVEDAD

Se determina con respecto a un sistema de ejes coor-
denados ( xg,yg) mediante la relacion: C.G. (x,y)

Fl.xl+F2.x2+...
X =
& IF 40 1F 4 oo
Fo.yi+F .y, + ...
Yo =
F1+F2+...

Ejemplo:

Hallar las coordenadas del centro de gravedad de
la figura:

y
A
8
AZ
N ,'
N ’
\\ ,/
\\\ ,,
10 \\\ ,/,
N,
) 8 Ay
A s
1 128 AN -
e XN -
2 AN Pid \\ o 5
H 1T = e >
AN .- X

. .
Los pesos o fuerzas “F” son perpendiculares a las
areas “A”:

.2 =4 ;X1=—5,y1=0

A2=10.8=80 ;X2=0 .Yy =4

A;=8.5=40 ; x,=8 ,y;=15

Al.X1+A2.X2+A3.X

& Ap+A, + A

3

ALy v A Ly, H ALY,
A+ A+ Ay

Yo =

Sustituyendo valores numéricos:

. _4(-5)+80.0+40.8

=242
& 4+ 80 +40

_4.0+80.4+40.15 _
& 4+ 80 + 40

3,06

CENTROS DE GRAVEDAD DE FIGURAS
GEOMETRICAS

DE PERIMETROS:
De una linea: es el punto medio.

C.G.
L

Del perimetro de un triangulo: es la interseccion
de las bisectrices del triangulo formado al unir los
puntos medios de los lados.

De un paralelogramo: es la interseccion de las
diagonales.
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De un rectangulo: es la interseccion de las dia-
gonales.

De una circunferencia: es su centro.

De una semicircunferencia: estd a 2r/w de la base.

2r
Y=x

C.G

De un arco de circunferencia:

cuerda

~arco del centro.

estaa 1 -

A

B

AB (cuerda)
X=— ——
AB (arco)

DE AREAS:

De un triangulo: es la interseccion de las medi-
anas, a 1/3 de la base.

L— \

De un paralelogramo: rombo, rectangulo y
cuadrado, es la interseccion de las diagonales.

S =
e s
GG LT
b ¢
4”” NN\\\
e S
e RS ~ .
e S~ AN e
~CG
\\ ,I
I‘\
4
7’ ~
’ ~
’ S
’ ~
’ ~
e N,
Trapecio:
_B+2b h
B+b 3

De la base mayor.
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De un semicirculo:

_A4r
Y= 3,

De la base

d

De un cuadrante de circulo:

oyo AT
Y 3n
T C.G.
YT
X

De un sector circular:

2 cuerda AB
X=——— 71

3 arco AB
Del centro
A
r
@]
r
B
DE VOLUMENES:

De un prisma o cilindro, en eje:

_h
Y =3

De la base

=T g
g == s
C.G h C.G
y ‘Y
1 - =

Piramide o cono, en el eje:

y:

+ |z

De la base

&5

De una esfera, es el centro de la figura.

De una semiesfera:

De la base.
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TRABAJO, POTENCIA Y ENERGIA
A) TRABAJO

Es lo realizado por una fuerza, aplicada sobre una
masa, cuando la desplaza una distancia. El traba-
jo es una magnitud escalar.

Unidades SI: N.m.
|
[

.d
& |
RR

En general:

T=1f.d.cosa

UNIDADES DE TRABAJO
La unidad SI de trabajo es el JOULE “J”. Un sub-
multiplo es el ERGIO “erg”.

1 JOULE (Unidad SI)

Es el trabajo realizado por la fuerza de 1 newton
que, aplicado sobre un cuerpo lo desplaza una
distancia de 1 m.

1J=1N.1m

1 ERGIO “erg” (No es unidad SI)

Es el trabajo realizado por la fuerza de 1 dina, que
aplicada a un cuerpo lo desplaza una distancia de
1 cm.

lerg=1dina.1l cm

EQUIVALENCIAS DE UNIDADES DE TRABAJO

1J=107 erg

B) POTENCIA

Es el trabajo realizado en un tiempo determinado:

el
t

Donde:
P = potencia media.
T = trabajo realizado por una fuerza, en J.

t = intervalo de tiempo empleado, en s.

UNIDADES DE POTENCIA

La unidad de potencia es el watt “W”

1 WATT “W~

Es el trabajo realizado por 1 joulio en 1 segundo.

1]

1W=
1ls

1kW . h=3,6.10°]

1 H.P. (Horse Power)

Es el trabajo realizaco por 735 N.m en 1 segundo.

735N . m
s

1HP-=

735]

1 HP =

C) ENERGIA

Es la capacidad que tiene todo cuerpo para
realizar un trabajo. Puede ser: Energia Potencial y
Energia Cinética.
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ENERGIA POTENCIAL (Ep) TRABAJO TRANSFORMADO O,ENERGiA
TRANSFORMADA. CONSERVACION DE LA

Es laicapaadad almacenda para reghzar un trabajo ENERGIA
que tiene un cuerpo en reposo, en virtud a su peso y
a su altura, con respecto a un nivel de referencia. Es el trabajo realizado o energia desarrollada por un
cuerpo en movimiento al pasar de una posicion “A”
Ep=P.h a una posicion “B”.
Ty p=EEq

T, _p = Trabajo realizado por una fuerza “F” de A

A
-1 hasta B.
E = Energia cinética final.
cf
p h E , = Energia cinética inicial.
Nivel de Referencia — 5

ENERGIA CINETICA (Ec)

Es la capacidad que tiene un cuerpo, en movimiento,
para realizar un trabajo en virtud a su masa “m” y a
su velocidad “V”.

TRABAJO EN LAS ROTACIONES

Feelm v T=M.a

T = Trabajo, en ]

\Y% M = Momento aplicado al cilindro (ER), en N . m

Y

a = Angulo girado por el cilindro

NOTA.-

Las unidades de medida son iguales a las de
trabajo.
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ENERGIA CINETICA DE ROTACION

E=Ll.1 o
)

I = momento de inercia (m . R?)

o = velocidad angular (y . t)

UNIDADES DE TRABAJO Y ENERGIA

] erg kW . h
1] 1 107 2,78l
1 erg 10710 1 2,78 .10 1%
1 kW .h| 0,36 .107| 0,36 . 10%* 1
| UNIDADES DE POTENCIA |
W kw erg/s HP
1w 1 0,001 107 136 .10 2
1 kW | 1000 1 1010 136
lerg/s| 107 | 1010 1 136 .10 1°
1 HP 735 | 0,735 [ 735 . 107 1

—ﬁ_

IMPULSO Y CANTIDAD DE MOVIMIENTO

IMPULSO es el esfuerzo “F” que se hace durante un
tiempo muy pequeno “At” sobre una masa, para
darle un movimiento.

I =F . At Unidades SI: N . s

CANTIDAD DE MOVIMIENTO

Es la velocidad “V” impresa a una masa “m” con una
fuerza determinada.

C=m.V

EL MOVIMIENTO OSCILATORIO Y EL
PENDULO

A) PENDULO SIMPLE

Péndulo, es un objeto cualquiera que esta sus-
pendido de un punto fijo, mediante una cuerda.

ELEMENTOS DE UN PENDULO SIMPLE

1) LONGITUD “L”, de la cuerda, desde el punto de
suspension hasta el centro de gravedad del objeto
suspendido, medido en m.

2) OSCILACION “2AB”, es el arco recorrido en ida y
vuelta por el objeto suspendido desde una de las
posiciones extremas a la otra, medido en rad.

3) PERIODO “T”, tiempo que demora en una oscila-
cion, medido en s.

4) AMPLITUD “a”, angulo barrido por la cuerda del
péndulo con una de sus posiciones extremas y la
vertical, medido en rad.

5) FRECUENCIA “f”, es el numero de oscilaciones
en cada unidad de tiempo, medido en hertz; se
calcula asi:

f= Unidades SI: % = hert

1
T

LEYES DEL PENDULO
1ra. Ley:

El periodo “T” de un péndulo, es independiente
de su oscilacion “2AB”.

- 182 -



2da. Ley:

El periodo “T” de un péndulo, es independiente
de su masa “m”.

3ra. Ley:

El periodo “T” de un péndulo es directamente pro-
porcional a la raiz cuadrada de la longitud de “L”.

1T
A

1

4ta. Ley:

El periodo “T” de un péndulo es inversamente pro-
porcional a la raiz cuadrada de la gravedad “g”.

T T,

A

PENDULO QUE BATE SEGUNDOS

Es aquel péndulo cuyo periodo dura 2 segundos.

T=2s

FORMULA GENERAL DEL PENDULO:

T=2n \/L
g

MOVIMIENTO ARMONICO SIMPLE O
MOVIMIENTO VIBRATORIO ARMONICO

Es un movimiento periddico y lineal, cuya acel-

[79t)

eracion “a” es directamente proporcional a su

73t}

desplazamiento “x” pero con sentido contrario:

a=-K.x

ELEMENTOS DE UN MOVIMIENTO ARMONICO
SIMPLE

El movimiento armoénico simple es el movimiento
lineal que realiza la proyeccion “P”, sobre un
diametro, de un punto “M” que se desplaza sobre
una circunferencia con velocidad circunferencial
uniforme.

Q,
; VL=WR
S..__\M
1 1
] 1
1 1
O|[Kai VP
: L x— /i
| v
:<—R—><—R5—>:

Los elementos son:

ELONGACION “x”.- Es una magnitud vectorial
cuyo valor se mide desde el centro de la circun-
ferencia o desde el centro de vibracion, hasta “P”.

Se calcula asi:

x =R . cos (wt)

21

x =R . cos unidades SI: m

x=R.cos2m.f.t

AMPLITUD “R”.- Es la elongacion méaxima.

PERIODO “T”.- Tiempo que demora el punto “P”
en hacer una vibracion; es decir, una “ida y
vuelta”. Se calcula asi:

Tiempo transcurrido

Numero de vibraciones

FRECUENCIA “f”.- Es el numero de vibraciones
por unidad de tiempo, se mide en ciclos por
segundo (c.p.s) y se denomina “hertz”. Se calcu-
la asi:

Numero de vibraciones

Tiempo transcurrido
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RESORTES

FUERZA DEFORMADORA: LEY DE HOOKE

Para cambiar la forma de un cuerpos se requiere la
accion de una fuerza que se llama “fuerza defor-
madora”, la cual es proporcional a la deformacion,
siempre que no se pase del limite de elasticidad del
cuerpo deformado.

La ley de Hooke se expresa asi:

F=K.x

K = constante eldstica, propia de cada material

x = deformacion o elongacion

%

FUERZA RECUPERADORA:

F=-K.x

VELOCIDAD, ACELERACION, PERIODO Y
FRECUENCIA

CALCULO DE LA VELOCIDAD “V”

V=V[.senu)t

a=wt

V=-2n .f.R.sen2m.f.t

2m R

21
.sen — . t
T

V=x2n . fVR>-x?

CALCULO DE LA ACELERACION

4w
=
o:
a=-m.x
o:

|a=-4n2.f2.x|

VELOCIDAD Y ACELERACION MAXIMAS

SiV==x2m.f VR?>-x?;V es mdxima cuando x = 0

A% =+2rw. {.R

max -

La aceleracion mdxima se obtiene en los extremos; es
decir, en la elongacion maxima cuando x = + R.

Sia = - ®? x, aceleracion es mdxima cuando x = + R

a_ = 3w .R
max
o:
a = 341 . 2. R
max
o:
4m?
a = F R
max ’1‘2

T=2n14 2
K
fol 4/ K
21 m
donde:
m= masa del cuerpo que tiene movimiento

armonico, medido en kg.

K = constante de elasticidad del resorte o eldstico.
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DENSIDAD Y PESO ESPECIFICO

La densidad “0” es el resultado de comparar, por divi-
sion, la masa “m” de un cuerpo con su volumen “V”.

§ =
\Y%

WA

Peso especifico “p” es el resultado de comparar, por
division, el peso “W” de un cuerpo entre su volu-
men “V”.

<|Z

RELACION ENTRE DENSIDAD Y PESO
ESPECIFICO

Su deduccion:

oW
\Y%
Pero: W=m.g
m.g
= - =
P A%
Pero: 2 -9
Vv
Finalmente:
p=9%.¢g

ESTATICA DE LOS FLUIDOS

Es el estudio de los liquidos en reposo. También se le
denomina HIDROSTATICA que es sélo el estudio
del agua en reposo.

CONCEPTOS Y DEFINICIONES
PRESION (P)

Es una magnitud tensorial. La unidad SI de presion
es el PASCAL “Pa”.

Pa=—

La presion es la accion de una fuerza “F” repartida en
un drea “A”.

LF

> |

PRINCIPIO DE PASCAL

La presion que soporta un liquido lo transmite en
todas direcciones y en la misma magnitud.

Ejemplo:
La fuerza “F” sobre el émbolo es 60 N, drea del

émbolo 0,2 m?. Cada orificio tiene 1 cm?, la pre-
sion con que sale el agua por cada orificio es:

p-t _ OON _500pa
A 02m?
0:
P =300
mZ
PRENSA HIDRAULICA

En una prensa hidraulica, la fuerza se multiplica atun
cuando la presion por unidad de drea es la misma.

B
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Multiplicacion de fuerza

Carrera o desplazamiento (h,, h,) de los émbolos
o pistones.

PRINCIPIO DE LA HIDROSTATICA

La presion que soporta un cuerpo que esta sumergido
en un liquido se distribuye en toda la superficie del
cuerpo y en forma perpendicular a esta superficie.

PRESION HIDROSTATICA
Sea un cuerpo A sumergido.
P=h.p

h = produndidad a la que estd sumergido el cuer-
po, en m.

p = peso especifico del liquido, n N/m?

VASOS COMUNICANTES

Son un conjunto formado por dos o mas recipientes
conectados entre si. Cuando al sistema se le llena un
mismo liquido, el nivel superior en todos los recipi-
entes alcanza el mismo nivel horizontal.

LEY FUNDAMENTAL DE LA
HIDROSTATICA

“La diferencia de presiones entre dos puntos, en un
mismo liquido, es igual al peso especifico del liqui-
do por la diferencia de profundidades”.

AP = Y (hA - hB>

| :

B
h, |

: B

O ‘
A
E

EMPUJE HIDROSTATICO: E

1) Todo cuerpo sumergido en un fluido soporta una
fuerza de abajo hacia arriba, perdiendo aparente-
mente una parte de su peso, esa fuerza se llama
empuje “E”.

2) El volumen “V” de un liquido que es desalojado
por un cuerpo cuando se sumerge en un liquido,
es igual al volumen del cuerpo.

3) La aparente pérdida de peso, cuya magnitud es
igual a la del empuje que experimenta un cuerpo
sumergido en un liquido, es igual al peso del vol-
umen del liquido desalojado.

PRINCIPIO DE ARQUIMEDES

“El empuje “E”, o aparente pérdida de peso que
experimenta un cuerpo sumergido en un liquido, es
igual al peso del volumen del liquido desalojado”.

E=V.p
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E = empuje del liquido = pérdida aparente de
peso del cuerpo.

V . p = peso del liquido desalojado

V = volumen del cuerpo = volumen del liqui-
do desalojado.

p = peso especifico del liquido

RELACION ENTRE EL EMPUJE Y EL PESO
ESPECIFICO DE LIQUIDOS

“El empuje que soporta un cuerpo sumergido en un
liquido, es directamente proporcional al peso
especifico del liquido™.

NEUMOLOGIA

Es el estudio de los gases. Los gases son fluidos aero-
formes.

Los principios de Pascal y Arquimides tratados en
este capitulo se cumple también para los gases.

Principio de Pascal

“La presion externa ejercida sobre un gas se trans-
mite integramente a toda la masa gaseosa”.

Principios de Arquimides

“Todo cuerpo sumergido en un gas, experimenta la
accion de una fuerza vertical de abajo hacia arriba
que es igual al peso del volumen del gas desaloja-
do”. Esta la razon por la que algunos cuerpos muy
livianos, como un globo lleno de Helio, se elevan
en la atmosfera.

FUERZA ASCENSIONAL (F_).-

Es una fuerza vertical de abajo hacia arriba que ejerce
un gas sobre un cuerpo sumergido en su masa.

F =E-w

E = empuje del gas, hacia arriba

W = peso del cuerpo

EL CALOR

Es una forma de energia de los cuerpos como conse-
cuencia de la vibracion molecular. El calor también
se define como “energia de transito”.

La unidad de calor SI es el JOULE “J”. Tasmbién
puede usarse la CALORIA “cal”.
A) DILATACION

Es el aumento que experimenta un cuerpo en sus
dimensiones.

A.1) DILATACION LINEAL “AL”

Es el aumento en su longitud (una dimension)
que experimenta una barra.

AL=A.L.At

Donde:
AL = dilatacion lineal, en m.

A = coeficiente de dilatacion lineal propio de
cada cuerpo.

L =longitud de la barra, en m.

At = variacion de la temperatura, en C°.

LONGITUD FINAL “L;”

Es la longitud al final de la elevacion de la tem-
peratura.

Li=L(1+A.At)
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A.2) DILATACION SUPERFICIAL “AA 3) B.T.U. (British Termical United)(No es unidad SI).-

AREA FINAL “A¢ Es la unidad inglesa para medir el calor, se define

asi: “Cantidad de calor que necesita 1 libra-masa

Dilatacion superficial, es el aumento que exper- X .
de agua pura para subir su temperatura en 1 °E

imenta un cuerpo en sus DOS dimensiones.

AA=B.A. Al EQUIVALENCIA DE 1 B.T.U. EN CALORIAS

1 B.T.U. = 252 calorias

A=A +p . A)

CALOR ESPECIFICO “C.e.”

A.3) DILATACION VOLUMETRICA “AV” , ,
VOLUMEN FINAL V, Es la cantidad de calor que gana o pierde la masa de

1 g de una sustancia para subir o bajar 1 °C su tem-
Dilatacion volumeétrica es el aumento que  peratura.
experimenta un cuerpo en sus TRES dimen-

siones. ALGUNOS CALORES ESPECIFICOS
AV =y .V .At en cal
g.°C
Vf=V(1 +v.At)
Liquidos
VARIACION DEL PESO ESPECIFICO “p” CON LA
TEMPERATURA .- Agua 1,00
G Py Agua de mar 0,95
F1ey. A
Alcohol 0,60
p;= peso especifico final. Mercurio 0,033

p<1 = peso ESPElelCO inicial.

y = coeficiente de dilatacion volumétrica.
Solidos
B. CALORIMETRIA
Es el estudio de la medida del calor. Aluminio 0212
NIDADES PARA MEDIR EL CALOR
u S PARA CALO Cobre 0,093
1) JOULE “J”.- Es la unidad SI para medir el calor.
; Fierro 0,11
2)CALORIA “cal” (no es sistema SI).- Es otra unidad
para medir el calor. Se define ast: Hielo 0,53
“Es la cantidad de calor que necesita la masa de 1
gramo de agua pura para elevar su temperatura Plomo 0,031
en1°C(de 14,5°Cal55°C).
Zinc 0,093
1 cal = 4,186 ]
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LEY DE DULONG Y PETIT

Ma . Ce = 6,22

Ma = masa atomica de un elemento, en g

Ce = calor especifico del elemento, en cal/g . °C

CALOR SENSIBLE “Q” (CALOR GANADO O
PERDIDO)

Es la cantidad de calor que un cuerpo gana o pierde
al variar su temperatura.

Q=Ce.m.At

Q = cantidad de calor ganado o perdido, en cal
C.e. = calor especifico, en cal/g . °C

m = masa del cuerpo, en g

At = variacion de la temperatura, en °C

EQUIVALENCIA EN AGUA DE UN
CALORIMETRO

Es una porcion de masa de agua “M” que absorbe la
misma cantidad de calor que la masa “m” de un
calorimetro.

MH2O . CeHZO =M - Cecall

TEOREMA FUNDAMENTAL DE LA
CALORIMETRIA

Al ponerse en contacto 2 cuerpos, hay una trans-
mision de calor y “el calor ganado por uno de ellos
es igual al calor perdido por el otro”.

Q calor perdido

por el otro

Q calor ganado por

uno de ellos

CAPACIDAD CALORIFICA “C.”

Es la cantidad de calor que absorve cierta masa de un
cuerpo para elevar su temperatura en 1 °C.

C.=m. Ce

C

TEMPERATURA DE EQUILIBRIO DE UNA
MEZCLA.- TEMPERATURA FINAL “t.”

Esta dada bajo el principio fundamental de que en
una mezcla de cuerpos de temperaturas diferentes, el
calor entregado por uno de los cuerpos es igual al
calor absorbido por el otro, lo que origina una tem-
peratura intermedia de la mezcla, llmada también
temperatura final “t;” o temperatura de equilibrio.

Q1=Q2

.ml.t1+Cez.m2.t2+...

Ce .m1+Ce2.m + ...

1 2

C. CAMBIO DE FASE
Por accion del calor todos los cuerpos cambian de

fase o de estado. Mientras dura el cambio de fase,
la temperatura no varia.

CALORES LATENTES

Es la cantidad de calor que gana o pierde una unidad
de masa durante el cambio de estado.

-2
M

De fusion, si gana

De solidificacion, si pierde

c -Q
m

v

De vaporizacion, si gana

De condensacion, si pierde
D. TRANSMISION DE CALOR

El calor se transmite por CONVECCION en los
liquidos y gases, por CONDUCCION en los soli-
dos y por RADICACION. En este libro se trata
s6lo la transmision del calor por conduccion.
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TRANSMISION DEL CALOR POR
CONDUCCION

Es el calor que pasa a través de la masa de un cuerpo.

b

s

CANTIDAD DE CALOR TRANSMITIDO “Q”

Es la cantidad de calor que pasa de un punto a otro a
través de un conductor.

Q = KSGt
Q = cantidad de calor transmitido a través del
conductor.
K = coeficiente de conductibilidad térmica

propia de cada sustancia.
S = seccion del conductor.
G = gradiente o caida de la temperatura (t1 - tz).

T = tiempo durante el cual se ha transmitido el
calor.

e = espesor del conductor o longitud segun
sea el caso.

t, - t, = diferencia de temperaturas en las caras de
un cuerpo.

TRABAJO MECANICO DEL CALOR

Experimentalmente, Joule encontré el equivalente
mecdnico del calor:

1 cal =4,186]
1] =0,24 cal
TERMODINAMICA

“Es el estudio de la fuerza mecanica del calor” o tam-
bién “el estudio de la relacion que existe entre el
calor y el trabajo”.

TRABAJO REALIZADO POR UN GAS: “W”

Cuando se calienta un gas a presion “P” constante, se
realiza un trabajo (Ley de Charles).

W =P . AV | Unidades SI: ]

P = presion que soporta el gas constante

AV = variacion de volumen

AV=V,-V,

latm . L=1013N.m

latm.L=1013]

1atm . L = 24,15 cal
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CALOR ABSORBIDO POR UN GAS: “Q”

Es la cantidad de calor que absorbe una masa gaseosa
“m” para aumentar su temperatura “At”, mantenien-
do su presion o su volumen constante.

Q=Ce. m.At| = [Ce=

m . At

Q = calor absorbido por un gas en “J”

@

M = masa del gas que absorbe calor en “g

At = variacion de la temperatura en “°C”

Ce = calor especifico del gas en caj

PRIMERA LEY DE LA TERMODINAMICA

“En toda transformacion entre calor y trabajo la can-
tidad de calor entregado a un sistema es igual al tra-
bajo realizado “W”, mas el aumento de su energia
interna “AE”.

Q=W + AE

Q = calor entregado
W = trabajo realizado

AE = variacion de energia interna

RENDIMIENTO “R” O EFICIENCIA EN UNA
MAQUINA TERMICA

El rendimiento de una maquina térmica que absorbe
calor para transformarlo en trabajo, depende del
calor entregado “Q” y el trabajo realizado “W™:

%=W".100
0.
Q,-Q
R = 1 2
Q
O:
T.-T
R = 1 2
Tl

Q, = calor entregado en “J”.

Q, = calor absorbido por la fuente fria o calor no
aprovechado en realizar trabajo, en “J”.

T, = temperatura absoluta mayor en “K”.

T, = temperatura absoluta menor en “K”.

SEGUNDA LEY DE LA TERMODINAMICA
(Rudolf Clausius 1850)

“En una maquina térmica es imposible el movimien-
to continuo que, sin recibir calor del exterior, pueda
transferir calor un foco frio a otro foco caliente”.

ELECTROSTATICA

Estudia las cargas eléctricas en reposo.

PRIMERA LEY DE LA ELECTROSTATICA

Es una ley CUANTITATIVA: “Los cuerpos cargados
con el mismo signo de electricidad se repelen, los
cuerpos cargados con signos contrarios se atraen”.

TABLA TRIBOELECTRICA

La tabla indica que: una sustancia frotada con la que
le precede en el orden de la tabla, se carga negativa-
mente; frotada con la que le sigue se carga positiva-
mente.

1. Piel de gato 5. Marfil
2. Vidrio 6. Seda

3. Mica 7. Algodon
4. Lana 8. Platino

SEGUNDA LEY DE LA ELECTROSTATICA:
LEY DE COULOMB

Es una ley CUANTITATIVA: “La fuerza de atraccion
o repulsion en la linea que une los centros entre dos
cargas electrostaticas, es directamente proporcional
al producto de sus masas eléctricas, e inversamente
proporcional al cuadrado de la distancia que separa
sus centros”.

- 191 -



)

Se atraen: PERMITIVIDAD “¢”
| d ! Es el grado de dificultad que ofrece una medio al
F F paso de la corriente eléctrica.
@ SR @
Q q El valor de K depende de la permitividad.
Se repelen: La permitividad en el aire o en el vacio se denota “¢ ”
—d | X
F F K = (D
N
Q q
1 C
. €6 = - (a)
Fog 24 O 47.9.10° N.m?
d2
1 .
F=—->: $hat pn_C
47e d? €,=885.10"1 —— ®
N . m?
F = fuerza de atraccion o repulsion, en newtons .
(N) Sustituyendo (o) en (I):
Q,q = masas eléctricas que pueden ser positivas y/o )
negativas, en coulombios (C). K=9 . 10° N.m
C2
d = distancia entre los centros de masa eléctrica,
en metros “m”. En un medio distinto al aire o vacio la permitivi-
dad es siempre mayor.
K = coeficiente de proporcionalidad que depende
del medio ambiente y de las unidades de E
Q,q,d 5=
¢ = coeficiente de permitividad del medio, en o
C/N . m?,
) € =Y.¢,
UNIDADES ELECTRICAS
UNIDADES SI y = constante adimensional, llamada constante
dieléctrica relativa o capacidad inductiva
F, en newton “N” especifica.
Qy q, en coulombio “C” En el vacio o en el aire: y =1
d, en metro “m” UNIDADES ELECTRICAS COULOMB “C”
K=9_ 10° N.m* Es la unidad SI de masa eléctrica, se define como:
C? “una carga eléctrica situada frente a otra igual, a 1 m
) ) de distancia y en el vacio, que se repelen o se atraen
(en el vacio o en aire) con una fuerza de 9 . 10° N.
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CAMPOS DE CARGAS IGUALES
EQUIVALENCIAS (e = carga de un electron)

Las lineas de accion se rechazan, en ambos casos.
1C =8,25.10%e
1C =3.10"uedq.
1(e =16.10%"YC
1(+e) =16.10"°C

lueq. =033.10°C

lueq. =272 .10%¢ Ambas positivas
le =048.10°u.e.q.
Masale =9,11.107'Rg \ \ ‘/ /
Masa 1 proton = 1,67 . 10 %" Rg ——»@

-
1ue.q. =1stc=1 franklin / ) \

Ambas negativas

CAMPO ELECTRICO

Es un “ambiente” que rodea a una masa eléctrica y CAMPO DE CARGAS DISTINTAS

que estd sometido a la influencia de esta carga o masa
eléctrica. (Es como la atmosfera que rodea a la
Tierra).

Las lineas de accion se complementan.

Los campos eléctricos se representan por lineas
imaginarias que se llaman lineas de fuerza.

Convencionalmente, se acepta que las lineas de
accion, o de fuerza de un campo eléctrico “nacen” en
una carga positiva y se “dirigen hacia” una carga

. Carga Carga
negativa. G ;
positiva negativa
/ INTENSIDAD DEL CAMPO ELECTRICO “E”
- -
N “Es una magnitud vectorial “E” que representa la
T fuerza “F”, de atraccion o repulsion, ejercida sobre
cada unidad de carga “q” en un punto del campo
eléctrico”.
Campo de una carga (+) Campo de una carga (-)
(nacen las lineas (Ilegan las lineas =
- . - F
de accion) de accion) F=_—
q
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UNIDADES SI

”

F = fuerza, en newton “N
q = carga puntual, en coulomb “C”

E = intensidad de campo, en %

INTENSIDAD “E” DEL CAMPO, A UNA DISTAN-
CIA “r” DE LA MASA CREADORA DEL CAMPO

gN.le
CZ

K = constante =9 . 10

E =intensidad de campo, en N

C

Q =masa eléctrica, creadora del campo, en
coulombios “C”.

r = distancia del “punto”, en el campo, a la car-
ga “Q”, en metros “m”.

—®q

POTENCIAL ELECTRICO

Potencial eléctrico de un punto en un campo eléctri-
co, es el trabajo que se realiza para trasladar la
unidad de carga eléctrica ubicada en el infinito, hasta
el punto P ubicado dentro del campo.

UNIDADES SI
V,, = potencial en el punto P, en voltios “V”.

W, _.p = trabajo realizado para llevar q desde el
infinito hasta P, en joules “J”.

q = carga puntual, en coulombios “C”.

DIFERENCIA DE POTENCIAL

Es el trabajo que se realiza para trasladar una carga
puntual desde un punto A hasta un punto B, ambos
ubicados en el mismo campo.

El trabajo “W” puede ser:
a) Positivo, si:

Potencial de B > Potencial de A
b) Negativo, si:

Potencial de B < Potencial de A

¢) Nulo, si:
Potencial de B = Potencial de A
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Comunmente, se supone A en el infinito, en con- W = trabajo, en joules “J”

secuencia V, = 0. ]
Q = carga trasladada, en coulombios “C”

v, = Wy V, = potencial en el punto A, en voltios “V”
q
V;, = potencial en el punto B, en voltios “V”
POTENCIAL “W” DE UN PUNTO EN FUNCION 1 Q.q
DE uEu Y urn W = .
4ate r
V=E.r

Esta formula permite calcular el trabajo que debe
realizarse para separar 2 cargas eléctricas Q y q,

73R 1)

POTENCIAL “V” DE UN PUNTO EN LAS . . .
una distancia “r” o para juntarlas.

PROXIMIDADES DE LA CARGA “Q”

CAPACIDAD ELECTRICA

V=K Q
T Es la cantidad de carga eléctrica almacenada por un

conductor o por un condensador por unidad de
1 Q diferencias de potencial.
r

A) CAPACIDAD DE LOS CONDUCTORES
AISLADOS

UNIDADES SI:

@)
1}
<]o

2
K=9.100N-M joulio
c -

coulombio UNIDADES SI:
Q = coulombio “C”

r = metro “m” = voltio “V” C = capacidad, en faradios “F”

Q = carga almacenada, en coulombios “C”

V = diferencia de potencial, en voltios “V”

1 coulombio

1 faradio = -
1 voltio

moC
v

EQUIVALENCIA DE 1 FARADIO EN u.e.c.-

1 faradio =9 . 10" u.e.c.

TRABAJO ELECTRICO

OTRAS EQUIVALENCIAS

Wap=a V=V (en micro y pico faradios).-

[33et)

El prefijo SI para 102 es pico “p”, que sustituye a mm.

W=q.V

1 faradio = 10° uf
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1 uf = 10° pf

1 faradio = 10'? pf

luf=9.10°ue.c.

1pc=09ue.c.

B) CAPACIDAD DE UNA ESFERA AISLADA

Si se considera el potencial “V” en la superficie:

Q
c-R
K
1 .
Como K = ; se tiene:
4me,
C= 4me, R
CONDENSADORES

Son aparatos o dispositivos que sirven para guardar o
almacenar cargas eléctricas, pero por poco tiempo.

Un condensador lo forman dos cuerpos, y entre
ellos existe un campo eléctrico y una diferencia de
potencial.

CAPACIDAD DE UN CONDENSADOR

Colector Condensador
—> <—

Generador Tierra

Dieléctrico
Campo eléctrico
Diferencia de potencial

Unidades que se emplea:

. _ueq.
c.g.s. :ue.c. = e
Unidades SI: faradio = coulombio

Voltio

1 microfaradio “wf” = 10 faradios
1 picofaradio “pf” = 1072 faradios

CAPACIDAD DE UN CONDENSADOR PLANO

==
d

C = capacidad, en metros “m”.
A = area del condensador, en m*

d = distancia entre placas, en m.

PARA CALCULAR EN FARADIOS.-

A
C=1:.80E

C = capacidad, en faradios “F”
T = constante del dieléctqrico, en el aire y vacio = 1

e —885 1012 faradios
o metro

Tierra

Dieléctrico /

Tierra
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CONSTANTES DIELECTRICAS “t”

Vacio 1 Ebonita 2.5

Aire 1 Gutapercha 4,5

Agua 81 Marmol 8,0

Alcohol 27 Mica 5,0

Bakelita 5.0 Resina 2.5

Azufre 3,5 Madera seca 4,5
Vidrio 5,5

CAPACIDAD DE CONDENSADOR ESFERICO Y
CILINDRICO

Esfera:
C =TE, Rr
R-r
Dieléctrico
R
@ Dieléctrico
i i I Cilindro:
R
[ : : i : h
P! [ C= T,
L : o R
: L _ 4 : 2 In T
A i
\ .- U
C= t¢ o
4,6 log%

ASOCIACION DE CONDENSADORES

A. EN SERIE O CASCADA

C C C
-QH 1%-(2“ 2ﬂ‘-Q .
+Q +Q

SUS CARACTERISTICAS:

1) V=V1+V2+V3+...
2) Q=Q+Q, + Qg+ ...

1

3) 1.1 + € + 1 +
c ¢ ¢ G
B. EN PARALELO
A
O
Q Q, Q
i | | /| | /|
\%
i | i /| i /|
oN C, (ON
O
B

SUS CARACTERISTICAS:
D V=V, =V,=V,= .
2) Q=Q+Q, +Qy+ ...

3) C=C1+C2+C3+...
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C. EN BATERIA O MIXTO

1H HF

La capacidad de cada uno de los condensadores
esiguala C,.

N = numero de conexiones en serie

n = numero de condensadores en cada serie

ENERGIA DE UN CONDENSADOR

Cuando un condensador se carga, empieza con Q =0
y por consiguiente la diferencia de potencial también
es 0: V =0, a medida que se va cargando, la diferen-
cia de potencial subre de 0 a “V” y el valor medio es
la diferencia, entre dos: “V/2”.

El trabajo necesario para trasladar una carga “Q” a
través de una diferencia de potencial “V/2” es:

1
W=—vV
S Q
O:
1
W =— CV?
2
0O:
2
w=1l.Q
2 C

Unidades SI:
W en joules “J”.
Q en coulombios “C”.
V en voltios “V”.

C en faradios “F”.

ELECTRODINAMICA

Es el estudio de particulas eléctricas en movimiento
a través de conductores.

CORRIENTE ELECTRICA

Es el flujo de electrones a través de un conductor.

PARTES DE UN CIRCUITO ELECTRICO

~ | GENERADOR

Conductor

| o|E=| O]
B

Interruptor [

@ Receptor

l

UNIDADES SI PARA MEDIR LA CORRIENTE
ELECTRICA

INTENSIDAD

i=

b
t

i= intensidad, en amperios: “A”.

Q = masa eléctrica, en coulombios: “C”.

W

T = tiempo, en segundos: “s”.
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DIFERENCIA DE POTENCIAL R=p L
A
I
Q R = resistencia del conductor, en ohmio “Q”

p = resistividad, o resistencia especifica propia de

E = fl\,l;l‘za electromotriz, (f.e.m.) en voltios cada material, en ohmios . cm
W = energia desplazada, en joulios: “J". L = longitud del conductor, en metros: “m

. A = ar 1 i6n del con I, en “m?®”
Q = carga eléctrica desplazada, en coulom- area de la seccion del conductor, e

bios: “C”.
CONDUCTANCIA
RESISTENCIA ELECTRICA Es la inversa de la resistencia.
1
IE G o=
Ry
2 R

) ) G = conductancia, en ohms: “Q”
R = resistencia del conductor o aparato recep-

tos, en ohmios: “Q”. R = resistencia, en ohms: “Q”
E = f.e.m. en voltios “V”. ASOCIACION DE RESISTENCIAS
i = intensidad, en amperios “A”. R

—/ \WVVWWN\—e @
o 1+—e (b

NOTA.-

1) La letra que se usa como simbolo del ohmio
es “Q". Representacion de una resistencia

2) Al voltaje o diferencia de potencial tam- (a) americana (b) alemana
bién se le llama “caida de potencial”.

E
. ‘ +
3)El “ohmio patron” es la resistencia que o I
ofrece un alambre de mercurio (Hg) de

1,063 m de longitud, de 1 mm de diame- Representacion de un generador
tro de seccion, a 0°C, al paso de un am-
perio de corriente eléctrica cuando la di- A. EN SERIE
ferencia de potencial es de 1 voltio. L IE e i
= 1| =

i A i
RESISTENCIA DE LOS CONDUCTORES Y

La resistencia, es la dificultad que ofrece un conduc- 1 2 3
tor al paso de la corriente.

SUS CARACTERISTICAS:
LEY DE POUILLET

“La resistencia de un conductor homogéneo, de sec- Di=i=h =
cion recta constante, es directamente proporcional 2) R=R +R, + Ry + ...
a su longitud “L” e inversamente proporcional a su
seccion recta “A”. 3)E=E +E, +Ej+ ...
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B. EN PARALELO

= A
¢
A
A

SUS CARACTERISTICAS:

1) =1 +1, +iy+...

p)) QLR S S S
R R1 R2 R3

3)E=E =E,=E,=...

Las intensidades en cada ramal son inversamente

proporcionales a sus resistencias:

1 D . 2 3
R, R, R, R,
hb
R3 Rl

FUERZA ELECTROMOTRIZ Y RESISTENCIA
TOTAL EN UN CIRCUITO

Caida de tension externa

Caida de tension total

E =E_+E

CORRIENTES DERIVADAS
LEYES DE KIRCHOFF

La direccion que se les asigna a la corriente en cada
nudo es arbitraria. Si ha sido equivocada, el proceso
de solucion matematico lo indicara.

A i R3 i B

A

Ira. LEY: DE LOS NUDOS

“La suma algebraica de las intensidades de las corri-
entes que llegan a un nudo es cero” o “La suma de
las intensidades que llegan a un nudo es igual a la
suma de las intensidades que salen del nudo”.

Si=0

Ejemplo:

Nudo B : i

2da. LEY: DE LAS MALLAS

“La suma algebraica de las fuerzas electromotrices de
una malla cualquiera es igual a la suma algebraica
de los productos de las intensidades por las respec-
tivas resistencias”.

SE= Si.R

Ejemplo:
Para la malla ABEF
E1+E2=il. R1+iz.r” +12.R2+11.R3+i1 .r

1 1

PUENTE DE WHEATSTONE

“Si el puente de Wheatstone se halla en equilibrio, el
producto de las resistencias opuestas, son iguales”.

R, .Ry=R, . R,
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b) ENERGIA PRODUCIDA POR UN

GENERADOR

W=E.Q (1)

W = energia del generador, en joules “J”.
E = f.e.m. del generador, en volts: “V”.

Q = carga suministrada por el generador, en
coulombs “C”.

ENERGIA Y POTENCIA DE LA POTENCIA DE LA CORRIENTE ELECTRICA

CORRIENTE ELECTRICA
ENERGIA ELECTRICA

Es la capacidad de la corriente eléctrica para realizar
un trabajo. Puede ser: a) Energia consumida por
aparatos eléctricos; b) Energia producida por un ge-
nerador.

a) ENERGIA CONSUMIDA O DISIPADA

W=V.Q 0]

UNIDADES SI
W = energia consumida, en joules “J”.
V = diferencia de potencial, en volts: “V”.

Q =carga eléctrica consumida, en coulombios
“C”.

La formula (I) puede tomar otras formas:

Si: Q=1.t

SitizY
R

Si:V=i.R

W joule
P s T (I) Z» watt=
s
w-l
s

La fomurla (I) puede tomar otras formas en fun-
cion de otras mediciones de corrientes, asi:

SiiW=E.Q
13=E.Q
t
Si: Q=1i.t
P=1i.E
Si:i= £
R
2
p-E"
R
Si: E=i .R
P=i>.R
EQUIVALENCIAS:

l1k.W=10°W

1kW . h=3,6.10°]
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EFECTO JOULE o LEY DE JOULE

“El calor “Q” disipado por un conductor al pasar la
corriente a través de él, es directamente propor-
cional a la energia eléctrica “W” gastada para vencer
la resistencia del conductor”.

Q=024.W
Si: W=1i2.R.t

Q=024.2.R.t

Donde:
0,24 = factor de conversion de joules a calorias
(0,24 cal/)).
Q = calor producido, en calorias: “cal”.
i = intensidad de la corriente, en amperes:

"
R = resistencia del conductor, en ohms: “Q”.

t = tiempo que circula la corriente, en segun-
dos, “S”

1] =0,24 cal

RENDIMIENTO DE LA CORRIENTE ELECTRICA

I __u
(M P=

t

p = rendimiento adimensional.

P = potencia utilizada en watts “W” 0 “kW”.

P, = potencia suministrada, en watts “W” o “kW”.

P =P - Potencia perdida en el generador.
u” ot

P=E.i-i’.R
u

Sustituyendo en (I) y efectuando:

=1-
> I8

amperio . ohmio 1 AL Q

p=1
voltio A%

MAGNETISMO Y
ELECTROMAGNETISMO

A) MAGNETISMO
Propiedad que tienen algunos cuerpos de atraer el
hierro, de acuerdo a ciertas leyes fisicas.
LINEAS DE FUERZA DE UN CAMPO
MAGNETICO

Son lineas imaginarias que van de un polo a otro polo
de un iman.

'1 PPide ‘n\\ \‘
e ~
1 ’/ ______ i b T ~ :
-
7 e mmm—— - -— ERY
\ ’/ - ~o y !
v 7
o I e |
s X ¥ N
’ \\‘~- ,—’:’ v
NS N ——— e - -—"" . \
: AR -« _eC 0
Se TN-ao 4__-—‘ - ]
\ ~ -
\ Seo - K
\ 4

Lineas de fuerzas magnéticas en un campo creado
por polos diferentes:

’/ e "~~\ \
o~ =P -l AN 1
I '/ e ===l T Sos 1
\ e - P e e N
R i P NN 1
AV -

’ ‘\1 _______ - %
N, DN T P S0 IS
SO S~ -

N - _——
' IO e Lot ]
\ S T TTTTT_ - ’
\ /

Lineas de fuerza magnéticas en un campo creado por
polos diferentes:

% o
AW D Ay
‘\\\ 1 ,' ‘\ ,’,’,’
SR —
-] AN
| 1 \
SN

LEYES MAGNETICAS

lra. LEY CUALITATIVA

“Polos iguales se repelen, polos contrarios se atraen”.
2da. LEY CUANTITATIVA (Coulomb Magnética)

“La fuerza de atraccion o repulsion entre dos polos
magnéticos es directamente proporcional a las ma-
sas magnéticas de los polos, e inversamente propor-
cional al cuadrado de la distancia que las separa”.
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UNIDADES SI:

F = fuerza de atraccion o repulsion, en
LLN”.
m, . m, = masas magnéticas de los polos, en
amperio . metro “A . m”.
d = distancia entre polos, en metros “m”.
K, = constante magnética.
2
- 10 -7 N.m
(A . m)?
m m
1 F F 2
EWN ——FT W 1
| d |

DEFINICION DE “A . m”

“La unidad de masa magnética “A . m” es la que es
capaz de rechazar o atraer a otra masa magnética
igual y que esté a 1 m de distancia, en el vacio, con
una fuerza de 107 N”.

INTENSIDAD “B” DE UN PUNTO DEL CAMPO
MAGNETICO

Es el poder magnético de un punto en las cercanias de
un iman. Sea “m,” una masa magnética de polo en un
punto de un campo, la intensidad se expresa asi:

- F
B=—
n'IO

B = intensidad del campo magnético, medido en
teslas “T”.
Un submultiplo de tesla es el gauss

1T=10"G= 1G=10*T

=
F = fuerza, en “N”.

m, = masa magnética, en “A.m”.

P
] ]

o

INTENSIDAD DE CAMPO MAGNETICO
PRODUCIDA POR UN POLO

= M
B=KME

—

B = intensidad del campo magnético a la distan-
cia “d”, en tesla “T”.

M = masa magnética del polo, en “A . m”.

d = distancia del polo a un punto del campo, en
metros “m”.

K,, = constante de permeabilidad magnética, en:

N . m?

K. =107
M (A .m)?

FLUJO MAGNETICO “¢”

Se llama flujo magnético “¢” al ndmero total de
lineas magnéticas que atraviesan perpendicular-
mente una seccion “S” determinada.

$=B.S

Norte S Sur

4=

Seccion

Si el plano atravesado forma un dangulo “a” con las
lineas magnéticas, el valor del flujo es:

¢=B.Scosa
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DENSIDAD MAGNETICA “B”

Estd dada por el numero de lineas magnéticas que
atraviesan una unidad de area.

po?
S

NOTA .-

Convencionalmente la intensidad de flujo
magnético y la densidad de flujo magnético
son iguales.

¢ = flujo magnético en weber “Wb”
1Wb=1T. m%
B = densidad del flujo magnético, en T/m?.

S = drea en m>

B) ELECTROMAGNETISMO

Es el estudio de la relacion que hay entre la corri-
ente eléctrica y el magnetismo.

EFECTO OERSTED

“Siempre que por un conductor pasa corriente eléctri-
ca, alrededor suyo se crea un campo magnético cuyas
lineas de fuerza la envuelven, su sentido u orienta-
cion depende de la direccion de la corriente”.

Al campo magnético creado por la corriente que cir-
cula se le llama campo magnético inducido.

REGLA DE LA MANO DERECHA (de Ampere)

Poniendo la palma de la mano estirada sobre el con-
ductor, con el pulgar apuntando el sentido de la cor-
riente, los demas dedos indican hacia donde apuntan
las lineas de fuerza del campo magnético.

<

IS
afy~ L
A

LEY DE BIOY Y SAVART

“La intensidad magnética inducida en un punto cer-
cano a un conductor recto y largo, por donde cir-
cula corriente eléctrica, es directamente propor-
cional a la intensidad de la corriente e inversamente
proporcional a la distancia del punto considerado al
conductor”.

B0 1
2t R

B = intensidad del campo, en teslas “T”.

i = intensidad de la corriente eléctrica, en am-

peres “A”.
R = distancia del punto en el campo al conduc-
tor en “m”.
K, = constante magnética.
2
_ 10,7 N.m
(A . m)?

INTENSIDAD DE CAMPO CREADA POR UN
CONDUCTOR CIRCULAR

a) En el centro:

i
B = Yo 1
¢ 2 R
b) En un punto del eje:
T iR?

BP —
2 (Xz + R2)3/2
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LEY DE LA CIRCULACION DE AMPERE

INTENSIDAD DE CAMPO EN EL INTERIOR DE
UN SOLENOIDE:

Solenoide es un alambre enrollado, por donde circu-
la la corriente, y que tienen la forma de un resorte.

]
ngﬁgj

f&@ DQi

1
| |

Es un espiral de un alambre conductor de corriente
eléctrica.

N.i
B= 1
L
o:
B=u,.n.i
B = intensidad del campo magnético, en teslas

“Tn

N = ntumeros de espiras.

—-
1]

intensidad de la corriente, en “A”.
L =longitud del solenoide, en “m”.

u, = permeabilidad del espacio libre .

-4 107 ™
A

Si:

1~|z

= n, se tiene la segunda formula

BOBINA, SOLENOIDE ANULAR O TOROIDAL
DE ROWLAND

Cuando se junta los extremos de un solenoide,
arqueandolo, para hacer una corona o anillo,
ocurre que:

1) En el extremo, el campo magnético es cero.

2) En el interior, el valor de “H” es igual en cual-
quier punto.

3) El radio para el célculo es el radio medio.

INTENSIDAD DEL CAMPO EN EL INTERIOR DE
UN TOROIDE

FLUJO “¢” A TRAVES DE UN SOLENOIDE:
(Cuando el nucleo es aire)

N .
= o 1

FLUJO “¢” A TRAVES DE UN SOLENOIDE:
(Cuando el nucleo no es aire)

N .
¢=4KM.Mr'T'1.S
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¢ = flujo, en webers (1 Wb =1T . m?)
i = intensidad de corriente, en amperios “A”.

N . . .
n =—, numero de espiras por unidad

L de longitud ( # espiras/m).
S = drea circular de la bobina, en m?2.
u = permeabilidad magnética del material.

U, = permeabilidad magnética del espacio libre o
vacio.

Yo

K, =—
Mo 4n

PERMEABILIDAD MAGNETICA RELATIVA “u”

BN
Mo =
O:
()
T =
)
0O:
W
T uo

w, = permeabilidad relativa de una material.
¢, = flujo magnético en un material.
¢ = flujo magnético en el espacio libre o vacio.

DENSIDAD DEL FLUJO INDUCIDO “B” A
TRAVES DEL NUCLEO

B = densidad magnética de flujo inducido, en tes-
las “T”.

¢ = flujo magnético, en webers “Wb”.

S = seccion del solenoide, en m?.

NOTA:

La densidad magnética con la intensidad

magnética o induccion magnética se igualan
(es el mismo concepto).

EFECTO FARADAY

Es un efecto contrario al de Oersted, es decir que el
magnetismo produce corriente eléctrica.

Cuando se acerca y se aleja un iman a un solenoide,
se crea en el solenoide una corriente que Faraday la
llamo “corriente inducida”.

Sea un iman “A” con sus lineas de fuerza y un sole-
noide “S”:

1) Si el iman no se mueve, el numero de lineas que
atraviesa el solenoide no varia. No hay corrien-
te inducida.

A
LI

2) Si el iman se acerca, el nimero de lineas que
atraviesa el solenoide aumenta. Hay corriente
inducida.

3) Si el iman se aleja, el namero de lineas que
atraviesa el solenoide disminuye. Hay corriente
de sentido contrario al anterior.
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4) Si el iman se acerca y se aleja repetida y rapida-
mente, el numero de lineas que atraviesa el
solenoide también aumenta rdpidamente y
como consecuencia la intensidad de la corriente
inducida aumenta. La corriente que circula por
el solenoide es CORRIENTE ALTERNA.

Sea ¢, el flujo inicial y sea ¢, el flujo final de mayor
valor, la variacion del flujo es:

A¢=¢2_ q)l

La velocidad o rapidez de variacion del flujo sera:

LEY DE FARADAY

“La fuerza electromotriz inducida en un solenoide es
directamente proporcional, pero de signo contrario,
al nimero de espiras del solenoide y a la rapidez
con que cambia el flujo magnético que encierra”.

F=-—
At

F = fuerza electromotriz, en voltios “V”.
N = numero de espiras.

A¢ = variacion del flujo magnético, en “Wb”.

[7Rt]

At = periodo de tiempo en “s”.

OPTICA

Es el estudio de la luz, asi como de todos los feno-
menos relacionados con ella.

Segtin Newton, la luz es una emision corpuscular de
los cuerpos.

Segun Huygens, la luz es un fenomeno ondulatorio.
Maxwell sostenia que la luz estd constituida por
ondas transversales de naturaleza electromagnética.

Plank postula la teoria de los “quanta”. Segun esta
teoria la energia de un haz luminoso esta concentra-
da en paquetes constituyendo corpusculos energéti-
cos o fotones.

Actualmente se cree en la doble naturaleza de la luz:
corpuscular y ondulatoria.

VELOCIDAD DE LA LUZ

300 000 km/s

UNIDAD DE INTENSIDAD DE LA LUZ

“Viole es la intensidad de la luz emitida por una
plancha de platino de 1cm? en estado fundente”.

1 candela = % Viole

1 bujia = L Viole
20

1 cad = 1 bujia

Viole

Platino
fundente

A) ILUMINACION

Es la incidencia de los rayos luminosos sobre una
superficie.

UNIDAD DE ILUMINACION “E”

1 cos a
E=—| 1lux=

d? 1 cm?

1 bujia

E = iluminacién, en lux.
I = intensidad luminosa, en bujias.

d = distancia del foco a la zona iluminada, en cm
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Foco

z
S
1

Pantalla

L
®

I = intensidad luminosa, en bujias.

f = flujo luminoso, en lumenes.
FLUJO LUMINOSO “f”

w = angulo solido, en estereoradianes o radianes.
Es la intensidad de carga luminosa recibida por una
superficie. FLUJO TOTAL DE INTENSIDAD “fT"

f

T=4rc.l

f=E.A

f. = flujo total de iluminacion, en lumenes.

f = flujo luminoso, en lumenes. )
7 = en radianes.

E = iluminacion, en lux.
I = intensidad luminosa, en bujias.

A = drea iluminada, en m?.

UNIDADES FOTOMETRICAS S.1.
(S.I. = Systeme International d Unites)

1 lumen =1 lux . 1 m?

Propiedad que se mide | Unidad S.I. | Simbolo
Pantalla
Diaframa Intensidad luminosa (I) Candela cd
Flujo luminoso  (¢) Lumen Im

Iluminacion (B) |[Lux (Ilm/m?)| Ix

Luminancia (L) cd/m? cd/m?

REFLEXION DE LA LUZ

Es el rebote que experimentan los rayos luminosos al
INTENSIDAD LUMINOSA “I” incidir sobre una superficie, cambiando de direccion.

La superficie puede ser rugosa o pulimentada, dando
Es la cantidad de flujo emitido por un manantial por  origen reflexion “difusa” y reflexion “regular”,
cada unidad de angulo solido. respectivamente.
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LEYES DE LA REFLEXION REGULAR

ws

“El angulo “i
reflexion”.

de incidencia es igual al dangulo “r” de

“El rayo de incidencia, el rayo de reflexion y la nor-
mal estin en un mismo plano perpendicular al
plano de incidencia”.

ANGULO DE INCIDENCIA “i” y ANGULO DE
REFLEXION “r”

NORMAL “N” es una recta perpendicular al plano en
el punto de incidencia del rayo luminoso.

ESPEJOS

Son superficies pulimentadas que sirven para pro-
ducir reflexion regular y producir imagenes. Los
espejos pueden ser planos o esféricos.

ESPEJOS PLANOS

Son superficies pulimentadas planas que al incidir
los rayos luminosos proporcionan una imagen de las
siguientes caracteristicas:

a) Derecha.
b) Virtual, es decir detras del espejo.
d) Del mismo tamano del objeto.

e) Simétrico con respecto al espejo.

objeto: O

Espejo

<___________.
~
~

imagen: |

ESPEJOS ESFERICOS

Son casquetes esféricos pulidos. Si esta pulido por
dentro el espejo es concavo o convergente; si estd
pulido por fuera el espejo es convexo o divergente.

Concavo Convexo o

convergente divergente

ELEMENTOS DE UN ESPEJO ESFERICO

1) CENTRO DE CURVATURA, es el centro “C” de la
esfera.

2) POLO DEL CASQUETE, es el vértice “V”.

3) EJE PRINCIPAL, es la recta que une el vértice “V”
y el centro de curvatura “C”.

4) ABERTURA, es el angulo “a” formado por el eje
principal y el radio que pasa por el borde del es-
pejo.Normalmente los espejos esféricos no tienen
mas de 10° de abertura, lo que significa que su ra-
dio siempre es muy grande.

5) FOCO PRINCIPAL, es el punto “F” del eje principal
por donde pasan los rayos reflejados del espejo.

6) DISTANCIA FOCAL, es la distancia “f” del foco
principal al vértice “V” del espejo, su valor: f = R/2.

7) EJE SECUNDARIO, es cualquier eje que no sea el
principal y que pasa por el centro “C” del espejo.
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RAYOS PRINCIPALES

1. Todo rayo paralelo al eje principal, se refleja
pasando por el foco “F”.

{

2. Todo rayo que pasa por el foco “F”, se refleja
paralelo al eje principal.

3. Todo rayo que pasa por el centro de curvatu-
ra “C”, se refleja sobre si mismo.

POSICION DEL OBJETO Y LA IMAGEN
EN UN ESPEJO CONCAVO

Cuando el objeto esta mds alla del centro de
curvatura.

Imagen:

Real Invertida de menor tamafno

El objeto esta sobre el centro de curvatura:

Imagen:

Real Invertida del mismo tamano del objeto

El objeto esté entre el foco y el centro de cur-
vatura:

{

L Y

Imagen:

Real Invertida de mayor tamano

- 210 -



El objeto esta sobre el foco:

Imagen:

Los rayos reflejados no se cortan, luego no hay
imagen, o la imagen esta en el infinito.

El objeto esta entre el foco y el vértice

~
RN
A Y

Imagen:

Virtual, porque se cortan en la prolongacion
del rayo reflejado.

Derecha de mayor tamafno que el objeto.

Cuando se trata de punto que esta en el eje
principal:

Imagen:

En el eje principal.

IMAGEN DE UN ESPEJO CONCAVO

Imagen:

Virtual derecha mas chica que el objeto.

POSICION DE LA IMAGEN (Férmula de Descartes):

—_— = b —

i 0

f = distancia del foco al vértice.
i = distancia de la imagen al vértice.

o = distancia del objeto al vértice.

NOTA:

1) Esta formula es valida para espejos concavos
y CONVexos.

2) Signos de las imagenes: imagen real + i, ima-
gen virtual: -i.

3) Signos de las magnitudes:

Para espejos concavos:
Ry F son positivos (+)

Para espejos convexos:

Ry F son negativos (-)
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TAMANO DE LA IMAGEN “1”
(“O” tamano del objeto)

=0
(o]

C) REFRACCION DE LA LUZ

Es el fenomeno fisico que consiste en el cambio
de direccién que experimenta un rayo luminosos
al incidir en la superficie de separacion entre dos
medios de distinta densidad,debido a que el rayo
luminoso cambia su velocidad.

La refraccion se produce cuando el rayo luminoso
incide en forma oblicua a la superficie de sepa-
racion entre dos medios distintos.

Superficie
de separacion

INDICES DE REFRACCION

INDICE DE REfRACCION ABSOLUTO “n”

C
n=—
\%

n = indice de refraccion.
C = velocidad de la luz en el vacio 300 000 km/s

V = velocidad de la luz en el otro medio.

INDICE DE REFRACCION RELATIVO “n, _.”

<

A

n =—
A-B
VB

V, = velocidad de la luz en el medio A.

V., = velocidad de la luz en el medio B.

B

LEYES DE LA REFRACCION
1ra. LEY: Es cualitativa:

“El rayo incidente, la normal y el rayo refractado estan
en un mismo plano, llamado plano de incidencia”.

2da. LEY: Es cuantitativa:

“La relacion del seno del angulo de incidencia y el
seno del angulo de refraccion es constante e igual al
indice de refraccion”.

sen i

— =0, 3
senr

= indice de refraccion del medio B con respec-
to al medio A.

A-B

ANGULO LIMITE Y REFLEXION TOTAL : “L”

Cuando la luz va del agua al aire:

* El rayo 1 pasa de frente, no refracta ni refleja.

e El rayo 2 refracta y refleja.
e El rayo 3 refracta a 90° y refleja.

¢ El rayo 4 todo refleja porque el angulo de inci-
dencia es mayor que el dangulo limite “L”.
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SenL = 1
n

n = indice de refraccion del agua con respecto al
aire.

L = angulo limite de refraccion.

LAMINA DE CARAS PARALELAS.
DESPLAZAMIENTO “d” DEL RAYO

Sea por ejemplo el vidrio de una ventana de espesor
“h”, a través del cual pasa un rayo de luz.

d-= sen (i- 1)

Cosr

Aire n

Rayo

PRISMA OPTICO. CALCULO “D” DE

DESVIACION
seni  sene
= — =1
sen r seni
D=i+e-A

DESVIACION MINIMA DE PRISMA:

Sucede cuando e =i

D =2i-A

m

INDICE DE REFRACCION CON DESVIACION
MINIMA:

D +A
sen ———

A
sen —
2

IMAGENES POR REFRACCION
Cuando un cuerpo esta sumergido

Determinacion de profundiad aparente “p,” o pro-
fundidad aparente “pa” o profundidad real “p ”.
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LENTES

Son cuerpos refractantes, refrigerantes, limitados por
dos superficies 0 ambas esféricas, o una esférica y la

otra plana. C &

CONVERGENTES

RAYOS PRINCIPALES EN LAS LENTES
CONVERGENTES Y DIVERGENTES

Concavo convexa

Biconvexa |Plano convexa 0
Menisco

convergente

Todo rayo paralelo al eje principal, en una lente
DIVERGENTES convergente, se refracta pasando por el foco. Si la
lente es divergente, la prolongacion del rayo
refractado es la que pasa por el foco.

Convexo concava
Bioconcava | Plano concava © Todo rayo que pasa por el centro 6ptico no se

Menisco desvia, sea la lente concava o convergente.
divergente

ELEMENTOS DE LAS LENTES
1) Eje principal “CC,”
2) Centro de curvatura “CC” y C,”

3) Centro optico

4) Foco principal “F”
Todo rayo que pasa por el foco de una lente con-

5) Distancia focal “OF” = f = R/2 vergente, que incide en una lente, se refracta pa-
CF = FO ralelo al eje principal. Todo rayo que incide en

L una lente divergente, cuya prolongacion pasa por
y OF =F, C, el foco se refracta paralelo al eje principal.
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CONSTRUCCION Y POSICION DE IMAGENES
DE LENTES CONVERGENTES

1) Objeto mas alla del centro de curvatura, es decir:
p > 2f

Imagen:

Real invertida de menor tamano que el objeto.

2) Objeto en el centro de curvatura; es decir: p = 2f

Imagen:

Real invertida de igual tamano que el objeto.

3) Objeto entre el centro de curvatura y el foco:
2f>p>f

Imagen:

Real invertida de mayor tamano que el objeto.

4) Objeto en el foco principal: p = f

Imagen:

No hay imagen, o la imagen esta en el infinito.

5) Objeto entre el foco principal y el centro optico:
f>p

Imagen:

Virtual derecha de mayor tamano que el objeto.

FORMULA DE DESCARTES PARA LAS LENTES

1 1
e
q9 P

f = distancia focal = R/2.
q = distancia de la imagen a la lente.
p = distancia del objeto a la lente.

CONSTRUCCION DE LA IMAGEN DE UNA
LENTE DIVERGENTE

1 1
—_— e b —
q P
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NOTA:

En el caso de las lentes divergentes, téngase
presente que:

a) Siempre: f < 0, es decir negativo.

b) La distancia “p” del objeto a la lente,
siempre es de signo contrario al de la dis-

(7Pt}

tancia “q”.

POTENCIA DE UNA LENTE

P-—
f

Unidades SI: ~ Dioptria = ——
metro

AUMENTO DE LA LENTE

POTENCIA DE LENTES DE CONTACTO
El aumento tiene signo negativo por estar la imagen
invertida. P=P +P,

A=-i . P=1_
p AN i

1

1
I —
f2

LENTES GRUESAS DE DOS CARAS DE
CURVATURA

“ECUACION DEL FABRICANTE DE LENTES”,
Potencia:

P=(n-1) <L+—1>
Rl RZ
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QUIMICA

DEFINICIONES
QuimMicA

Es la ciencia que estudia las modificaciones o
transformaciones que experimenta la molécula.
Referidas también como transformacion intima de
la materia.

MASA

Es el contenido material y energético que tiene un
cuerpo.

MATERIA

Es todo lo ponderable (pesable) e indestructible, que
ocupa un lugar en el espacio.

ESTADOS O FASES DE LA MATERIA

CEASIECSO

SOLIDO

Solidificaciéon o
Cristalizacion

Licuacion

Condensacion

LiQUIDO©

* |
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CUERPO
Es una porcion limitada de materia.

SUSTANCIA

Es la parte constitutiva del cuerpo, en la que toda
porcion de ella posee las mismas propiedades especi-
ficas.

SISTEMA

Es el conjunto de dos o mds sustancias o cuerpos.

FASE

Es cada porcion homogénea de una mezcla.

ENERGIA

Es la capacidad de un cuerpo para realizar un trabajo.
La relacion cuantitativa entre la masa y la energia
dada por Einstein es:

E = energia
m = masa
c = velocidad d la luz

UNIDADES DE MEDIDA

UNIDADES DE LONGITUD

SISTEMA INTERNACIONAL SI

La unidade de longitud es el metro “m”

1 kilometro (km) 1 000 metros (m)

1 metro (m) 100 centim. (cm)

1 centimetro (cm) 10 milim. (mm)

1 milimetro (mm) 1 000 000 micras (w)

1 micra (W) 10 Amstron (A°)

1 metro (m) = 10'°© Amstron

kilo = mil

centi = centésima
mili = milésima
micro = millonésima

SISTEMA INGLES

1 milla (mill) = 1760 yardas (yd)
1 Yarda (yd) = 3 pies (fv)
1 Pie (ft) = 12 pulgadas (ps)

UNIDADES DE SUPERFICIE

SISTEMA INTERNACIONAL “SI”

La unidad SI de superficie es el “m?”

1m?> =100 dm?
1dm? =100 cm?
1 cm? =100 mm?

SISTEMA INGLES
lyd*> =9 pie?

= 144 pulg?

1 pie?

UNIDADES DE VOLUMEN

La unidad SI de volumen es el “m>”

SISTEMA INTERNACIONAL “SI”

1m?> =1000dm?3 o litros
1L =1 000 cm? 0 cc o mL
l1cm? =1000mm?

SISTEMA INGLES:
1 galon = 4 cuartos=3,785L

1 cuarto = 2 pintas

1 pinta

= 16 onzas liquidas
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UNIDADES DE MASA

La unidad SI de masa es el KILOGRAMO “kg”

UNIDADES DE TIEMPO

La unidad SI de tiempo es el segundo

SISTEMA METRICO DECIMAL:
1 Tonelada Métrica (Tm) =1 000 kg

1 tonelada corta

1 kilograma (kg) = 1000¢g

1 gramo (gr) =1000mg

1 miligramo (mg) = 1000 ug
SISTEMA INGLES:

1 libra (lib) = 16 onzas (oz)

=2 000 libras

1 siglo = 100 anos

1 afo = 12 meses

1 mes = 30 dias

1 dia = 24 horas

1 hora = 60 minutos
1 minuto = 60 segundos

EQUIVALENCIAS DE UNIDADES SI E INGLESAS

DE LONGITUD

1 km = 0,539 mill. Maritimas
1m = 1,094 yd.
1 m = 3,281 pies
1m = 39,372 pulg.
1 mill. Marina =1852m
1yd =0,914 m
1 pie = 0,3048 m
1 pulgada =0,0254 m
DE SUPERFICIE
1 m? =1,196 yd?
1 m? = 10,76 pies?
1 m? =1550 pulg?
1 yd? =8361.10* m?
1 pie? =929 .10* m?
1 pulg® =0,452 . 10* m?

1m
1 dm?
1 cm
1 yd?
1 pie?

1 pulg’

1 kg
1 kg
1 lib
1 lib

1 onz

DE VOLUMEN
-1309 yd
= 0,035 pie’
= 0,061 pulg’
=764,6.10° m’
- 2832.10° m®

16,39 . 10° m’?

DE MASA
= 2,202 lib.
=35,232 onz.
= 0,454 kg

454 g

2838 g

Unidad de peso SI : newton « N »

m
SZ
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UNIDADES DE TEMPERATURA
°C K IF R
100 373 212 qf 672 rf Ebullicion del Agua
100 11 560 [ Temperatura promedio del Hombre
0 273 32 0 400 [ Fusion del Hielo
0 EIE 460 Temperatura de mezcla de sales
I Il i con hielo
273 0 Y  -460 Y 0 Y Cero absoluto
Las unidades de medida de temperatura son:
e grado celcius °C e kelvin K
e rankine R e grado farenheit ° F
EQUIVALENCIA DE TODAS LAS ESCALAS Ejemplo:

d =8.10° kg/m?

C=F-32=K-273=R-492 5 - 8 glem’
5 9 5 9
& =624 lib/pie’ (Sist. Inglés)
Ejemplo: Transformar -60° F a K Se calcula asi:
°F-32 K-273 s M
9 5 \
de donde: 0 = densidad absoluta
5(°F - 32)
K=—+273 M = masa del cuerpo

V = volumen que ocupa

sustituyendo el valor de °F:
DENSIDAD RELATIVA

K= 3(-60 - 32) +273=2219K Es el resultado de la comparacion, por division, de
dos densidades absolutas:
DENSIDAD Y PESO ESPECIFICO gy 2
= —
db
DENSIDAD ABSOLUTA O DENSIDAD

(]

9, = densidad de la sustancia “a
Es la masa de una sustancia presente en una unidad

de volumen. La unidad SI de densidad es kg/m>. 9, = densidad de la sustancia “b”
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También es el resultado de la comparacion, por divi-
sion, de las masas de volumenes iguales.

5 Ma
Mb

d

a/b

Ma = masa de “a”
Mb = masa de “b” de igual volumen que “Ma”
Tratandose solo de gases y tnicamente de gases, la

densidad relativa es el resultado de comparar, por
division, los pesos moleculares.

Pmg,

Y
gl/g2 ng2

Pm g, = peso molecular de gas 1

Pm g, = peso molecular del gas 2
PESO ESPECIFICO (p_)

Es el resultado de la comparacion, por division, del
peso de un sélido o liquido con su volumen.

Peso del cuerpo

Pe =
Volumen del cuerpo

GRAVEDAD ESPECIFICA (G.e 6 Sp - gr)

Para solidos y liquidos:

Peso del cuerpo

Sp - gr=
Peso de un volumen igual de agua
Para gases:
Peso del gas
Sp - gr=

Peso de un volumen igual de aire

DENSIDAD DE LA MEZCLA

Es el promedio ponderado de las densidades de las
sustancias que intervienen en la mezcla, se calcula ast:

M1+M2+M3+
m= (D
Vi+V,+ Vo + ...

Donde M, M, etc., son las masas de los cuerpos que
entran en la mezcla.

Donde V,, V,, etc., son los volumenes de esos cuerpos.

Como M =V . §, también se tiene, sustituyendo en (I):

Vi 0+ V,+8,+V,. 8, + ...
m =

V1+V2+V3+...

También, como V = — , sustituyendo En (I):

M1+M2+M3+

M, M, M,

— +t—+—+ ...

d o )

1 2 3

dm =

RELACION ENTRE DENSIDAD Y PESO
ESPECIFICO

p=20.g

PRESIONES
PRESION
Efecto de la fuerza que se aplica sobre una superficie

determinada. Esa fuerza puede ser instantdanea
(golpe) o permanente.

P-—
A

P = presion, en pascal “Pa”
F = fuerza, en newton, “N”

A = drea sobre la que actua la fuerza, en m?.

La unidad SI de presion es el PASCAL “Pa”:
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PRESION HIDROSTATICA 2.-

O PRESION DE LiQUIDOS EN REPOSO

Es la presion que soporta un punto sumergido en un
liquido en reposo.

P = presion

h = profundidad a la que estd en el liquido el
punto considerado.

0 = densidad del liquido.

Ejemplo:

Un cuerpo estd sumergido, en mercurio, a 0,60
cm de profundidad. La densidad del Hg es 13,6
g/cm?, ; Cudl es la presion que soporta el cuerpo?

P=h.6=0,60cm.13,6i
cm?
P =800,5 i
)
P =800,5 Pa

PRESION NEUMATICA O PRESION DE GASES

Se debe a la colision o golpeteo de las moléculas
gaseosas entre si y a la colision o golpeteo de las
moléculas con las paredes de recipiente que los con-
tiene. Es de tres clases:

1.- Presion atmosferica o barométrica (Pb).-

Es la presion que ejerce la masa gaseosa que rodea

3.-

Presion relativa o manométrica (Pm).-

Es la diferencia de presion que existe entre la
presion de un gas encerrado en un recipiente y
la presion atmosférica que la rodea (presion at-
mosférica).

Presion absoluta (Pa).-
Es la presion total que soporta un gas dentro de

un recipiente, tomando como referencia el vacio
absoluto.

Pa=Pm + Pb

la Tierra sobre todo el cuerpo que esta en ella.
(Presion del aire).

NOTAS:

1.- Cuando el recipiente de gas esta abierto, la
Pm es cero y la Pa = Pb.

2.- La presion a nivel del mar es la “unidad”
para medir las presiones y se llama “Una
atmosfera”.

3.- Sus equivalencias son:
1l atm = 760 mm Hg = 14,7 psi

= 1,033 kg/em? = 10,13 . 104l
m2

=10,13 . 10* Pa
1 atm = 10,33 m H,0 = 29,9 pulg Hg.

4.- Ps.i. son las iniciales de “pound square
inch” que quiere decir en inglés “libras por
pulgada cuadrada”.

Ps.i.g. (pound square inch gauge) que
quiere decir “libra por pulgada cuadrada
manomeétrica”; y Ps..a., quiere decir “li-
bras por pulgada cuadrada absoluta”.

Psia. =Psig+ Psi

- 222 -



TEORIA ATOMICO MOLECULAR

Hay muchas teorias que han intentado explicar y
describir la arquitectura, estructura y caracteristicas
del atomo y de la molécula. Es decir han imaginado
al 4tomo en formas o modelos diferentes; sin embar-
go, el modelo de Bohr-Sommerfeld mejorado con el
aporte cientifico de Dirac, Jordan, Schrodinger,
Pauling, Heissemberg y otros, es el modelo actual.

La teoria actual sostiene que “el electron puede estar
ubicado en cualquier parte del datomo, pero existe
mayor probabilidad de encontrarse en su correspon-
diente nivel de energia”.

PRINCIPALES CONCEPTOS
REGLA DE HUND

Los electrones tratar de ocupar el mayor ntmero de
orbitales en determinado subnivel.

73]

Por ejemplo: si en el subnivel “p” hay por ejemplo 3
electrones, (el cual tiene 3 orbitales), los electrones

no se distribuyen ast:

Sino de esta otra manera, guardando la maxima dis-
tribucion.

© 0 O

TENDENCIA A LA MAXIMA SIMETRIA

Los electrones de un subnivel se distribuyen en los
orbitales guardando la mayor simetria.

Por ejemplo: El subnivel “d” tiene 5 orbitales, supon-
gase que es un atomo que tiene solo 4 electrones en
este subnivel; su distribucién no es asi:

Q0000

Si no de esta otra manera, guardando la maxima
simetria:

00000

El concepto actual del atomo afirma que, es un sis-
tema energético en equilibrio, constituido por “cas-
caras energéticas”, configuradas por la nube de elec-
trones que giran alrededor del nucleo.

El didmetro del nucleo, en promedio, es de 10! cm.
el diametro del dtomo, en promedio, es 108 cm. La
masa estd practicamente concentrada en el nticleo y
varia entre 2 . 102g y 4 . 10"*%g.

ESTRUCTURA PARTICULAR DEL ATOMO

NUCLEO

PROTON "p"
masa: lu.m.a.
(carga + 1)

o 1,67252. 10%*g;

NEUTRON "n"
masa: lu.m.a.
(carga 0)

0 1,67282. 10**g;

>

ELECTRON "e"
masa: lum.a./ 1874 o
0,91091 . 10?7 g ; (carga -1)
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CROQUIS DE UN ATOMO

Los numeros 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 indican los niveles, se
llaman también numeros cudnticos principales.

Notese que los niveles se van acercando a medida
que se alejan del ntcleo.

NUCLEO

NUCLEO

Parte central del atomo, formado por el conjunto de
protones y neutrones.

ISOTOPOS

Son elementos quimicamente iguales por tener el mis-
mo numero de protones en su nucleo, pero fisicamen-
te diferentes por tener masas distintas debido a que en
su nucleo tienen distintos numero de neutrones.

Ejemplo: Los 3 isotopos de hidrogeno:

p p+n p+2n
Protio Deuterio Tritio
ISOBAROS..-

Son elementos quimicamente diferentes, por tener
diferente numero de protones, pero fisicamente
iguales por tener igual masa en su nucleo.

Ejemplo: los isobaros de Na y Mg. Aqui sus nucleos.
11p 12p

12n 1ln
Na Mg

DISTRIBUCION ELECTRONICA DE LOS
ELEMENTOS

NIVELES DE ENERGIA

Son zonas, como cascaras esféricas, que rodean al
nucleo, configuradas por la presencia de un cierto
numero de electrones que circulan alrededor del
nucleo. El ntimero médximo de niveles que puede
tener un atomo es 7, se le nombra con los numero
cuanticos, 1, 2, 3,4, 5, 6, 7 o las letras K, L, M, M,
O, P, Q. El numero maximo de electrones en cada
uno de estos niveles es de 2, 8, 18, 32, 32, 18, 8,
repetidamente.

SUB-NIVELES

Son zonas en las que se subdivide los niveles. El ntimero
méximo de subniveles que puede tener un nivel es 4, se
les nombra con las letras “s”, “p”, “d”, “f”.

El numero mdaximo de electrones en cada uno de
estos subniveles es de 2, 6, 10, 14, respectivamente.

NUMEROS CUANTICOS

Para conocer la distribucion y posicion de los elec-
trones en los niveles, subniveles y orbitales se les
presenta por 3 numeros cudnticos.

nlx

n = nimero cuantico principal, indica el nivel
(puedeser 1,2,3,4,5,6,7)

| = numero cudntico azimuta o subnivel (puede

ser0,1,2,30s,p,d,f, respectivamente y su
variacion es de 0 a (n-1)).

x = numero de electrones en el sub-nivel.

M = Momento Magnético. Y su variacion es de
-La+L.

UNA REGLA PARA LA DISTRIBUCION
ELECTRONICA

S = N° cuantico por spin y sus valores

son+i L
Zy 2
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3s? 3p® 34te

4s? /4p6/ 4de 4 e

-
S p° ™
65> - 6p° - 610 oltaun
electron

/ 7 y

En los rellenados de las diagonales (7) y (8), se ha-
ce saltar un electron y luego se prosigue de manera
normal.

Ejemplo:

1) Indicar la estructura electrénica del elemento
z = 28.

1s?2 28?2 2p® 3s* 3p°® 4s? 3d®
Ejemplo:
2) z =57, utilizando el paso del salto del electron.
1s2 282 2p® 3s* 3p° 42 3dY°

4p® 55 4d1° 5p° 6s* 5d!

CONCEPTO ADICIONALES
ELECTRONEGATIVIDAD

Es una medida de la fuerza con que un datomo atrae
los electones de otros, en un enlace quimico. La elec-
tronegatividad de los elementos, en la tabla periodi-
ca, aumenta de abajo hacia arriba en cada grupo y de
izquieda a derecha en cada periodo.

AFINIDAD

Energia que atrae y une a los dtomos para formar
moléculas o compuestos quimicos.

VALENCIA

Es la “fuerza” con la que un datomo “retiene” los elec-
trones que “gana” o también “fuerza” con la que trata
de “recuperar” electrones que haya “perdido”.

KERNEL

Es la parte de un atomo sin considerar la ultima capa.

Ejemplo:
/’— \\\
-’ PR \\\ o -~
’ - ~
P . *\ / AN
) ,' \‘ \ S \
1 \
! 8 + Vg ! 8 + \
- = 1
<\ 8n [ | 8n 1
\ \ ! 1 \ U
\ N ’ 1 \ 7
\ . e ’ . L
\ ~\~ e J N e
-~ - . ~d_ -
\\ ’/,
Atomo de 0 Kernel de 0

NOMENCLATURA LEWIS

1) El Kernel del atomo se representa por el simbolo
del atomo.

2) Los elementos de la ultima capa se distribuye por
orbitales.

3) Alrededor del Kernel (simbolo), se traza un
cuadrado imaginario, haciendo corresponder cada
lado del cuadrado a un orbital de la ultima capa.

4) Los electrones de la ultima capa se representa
alrededor del Kernel sobre los lados del cuadra-
do imaginario, mediante cualquiera de estos

simbolos: x, o, *, A, etc.

______

______
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ENLACE IONICO

Es el que se forma por la atraccion electrostatica de
dos iones, de carga contraria.

ENLACE COVALENTE

Se origina por la coparticipacion de pares de electro-
nes entre dos atomos. Puede ser puro o polar.

ENLACE COVALENTE PURO

Es el que se produce entre dos atomos del mismo ele-
mento.

Ejemplo:

A continuacion, la tabla mds usada, es la tabla larga,
disenada por Werner.Estd dividida en zonas s, p, d, f.

Las zonas s, p, d, f, son los lugares donde estan los
elementos cuyo sunivel mas externo es esa letra.

Las columnas verticales se denomina grupos, se de-
signa con numeros romanos y una letra A o B. Si el

el
0, 0 Z} 0 i
- ____A__

ENLACE COVALENTE POLAR

[ -

L___

Entre dtomos pertenecientes a elementos diferentes,
creandose una polaridad electrostatica.

r--Oree e

CH,

grupo esta conformado por elementos tipicos la letra
es “A”, si esta conformado por elementos de transi-
cion la letra es “B”.

La relacion o semejanza de las propiedades quimicas
es vertical, a excepcion del grupo VIII, que no lleva
letra, donde la relacion de propiedades quimicas es
horizontal.

13 k2

Zona “p
Elementos
tipicos
representativos

Zona “S”
Elementos Cases
tipicos - Nobles
representativos Zona|"d

| Flementos de transmision |

Z 3n4 4ﬂ

|E14me‘ntds dJe t}an},icibn |

Jomp 5t |

Inferpa | | | | |
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GRUPOS PRINCIPALES DE LA TABLA VA : Nitrogenoides o familia del Nitrogeno

I A : Metales alcalinos VIA: Anfigenos o familia del Oxigeno

II A : Metales alcalinos térreos VII A: Halogenos

IV A: Carbonoides o familia del Carbono O : Gases nobles
NOMENCLATURA

Es el estudio de los “nombres de los elementos y de los compuestos” y es también el estudio de la “escritura
de las formulas”.

r + Metal = Aleacion
) Oxido u ol
Metal { + Oxigeno = Bido biotl Agua = Hidroxidos
1 l + Hidrogeno = Hidruro
k 0
L X
E i
M S
E A
N L
T E
O S
1 r + Metal Sal haloidea 1
. { ] Anhidrido u n
Metaloide + Oxigeno = Oxido bisiel Agua =
k P Acido
+ Hidrogeno = Bidricil
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NOMENCLATURA QUIMICA

NOMBRE DE LOS ATOMOS EN SU
ESTADO IONICO

ANIONES

Son elementos que han generado electrones, por eso
su valencia es negativa. Tienen una sola valencia
negativa, se les nombra haciendo terminar en URO
su nombre genitivo.

HALOGENOS

CATIONES

Son elementos que han perdido electrones, por eso
su valencia es positiva. Pueden ser con una sola
valencia positiva, son los UNIVALENTES y los POLI-
VALENTES que pueden ser con dos, con tres, con
cuatro y hasta con 5 valencias positivas distintas.

A) UNIVALENTES

MONOVALENTES h

Grupo VII-A en la Tabla Periodica

Litio :Li° -1le= li*! Litio o Litico
Sodio :Na°-le=Na*'  Sodio o Sédico
Potasio : K° - le = K*! Potasio o Potdsico
Cesio  : CS°- le = Ce*! Cesio o Césico
Plata :Ag°-le= Ag" Plata o Argéntico

Fluor : F° + le = F! FluorURO
Cloro : CI° + le = CI'! clorURO
Bromo: Br® + le = Br!  BromURO
Lodo : I°+ le =1 YodURO

ANFIGENOS
Grupo VI-A en la Tabla Periodica

Oxigeno: O° + 2e= O Oxigeno
Azufre : S° + 2e= S? SulfURO
Selenio Se® + 2e = Se?  SeleniURO
Teluro Te° + 2e = Te?  TelorURO

NITROGENOIDES
Grupo V-A en la Tabla Periodica

Nitrogeno: N° + 3e= N2  NitrURO
Fosforo : P° + 3e= P FosfURO
Arsénico As® + 3e = As? ArseniURO

CARBONOIDES
Grupo IV-A en la Tabla Periodica

Carbono: C°+ 4e = C* CarbURO

C-4

Si° + 4e

Silicio SiliciURO

DIVALENTES L

Calcio

Bario

Zinc

Magnesio :

Estroncio :

Ca® - 2e = Ca*?
Mg® - 2e = Mg*
Sr°- 2e = Sr*?
Ba® - 2e = Ba*?

Zn° - 2e = Zn*?

TRIVALENTES h

Calcio o
Calcico

Magnesio o
Magnésico

Estroncio o
Estréoncico

Bario o Barico

Zinc o Zinico

Aluminio :

Bismuto

Boro

Al°- 3e = Al®

Bi° - 3e = Bi*?

Bo°- 3e = Bo*

Aluminio o
Aluminico

Bismuto o
Bismtico

Boro o Borico
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B) POLIVANTES

Que tienen “dos valencias positivas distintas”

Cuando estd con su MENOR valencia se le ha-
ce terminar en OSO y cuando con su MAYOR
valencia, en 1CO.

Fierro: Fe° - 2e = Fet*? FerrOSO
Fe° - 3e = Fe*? FérrICO
Cobre: Cu®- le = Cu! CuprOSO
Cu®- 2e = Cu*? CupriCO

Mercurio: Hg®- le = Hg*! MercuriOSO

Hg° - 2e = Hg* Mercurl CO
Oro: Au® - le = Aut! AurOSO
Au® - 3e = Au*’ AurICO
Cobalto: Co°- 2e = Co*? CobaltOSO
Co°- 3e = Co*? CobaltICO
Niquel: ~ Ni°- 2e = Ni*? NiquelOSO
Ni° - 3e = Ni* NiquéHCO
Platino: Pt°- 2e = Pt*? PlatinOSO
Pt°- 3e = Pt PlatinICO

Que tienen “tres valencias positivas distintas”

Cuando estd con su MENOR valencia se le an-
tepone HIPO y se le hace terminar en OSO y
los otros dos igual que el caso anterior.

Azufre: S°- 2e = S*2 HIPO SulfurOSO
S°- 4e = S SulfurOSO
S°- 6e = S SulfurICO

Selenio: Se°- 2e = Set?  HIPO SeleniOSO
Se® - 4e = Set* SeleniOSO
Se® - 6e = Set® SelénlCO

Titanio: Ti°- 2e = Ti*? HIPO TitanOSO
Ti° - 3el=Iulis TitanOSO

Ti° - 4e = Titf TitanICO
|

Que tienen “cuatro valencias positivas distintas”

Cuando esta con su MAYOR valencia se le ante-

pone el prefijo PER y se hace terminar en ICO, u

los otros tres igual que el caso anterior.

Cloro: Cle -
Cl° -
Cle -
Cl° -

Bromo: Br®-
Bre -
Br° -
Bre -

Uranio: U° -
ue -
Ue -
ue -

le = CI*! HIPO clorOSO
3e = CI? clorOSO
5¢e = CI¥ clorICO
7e = CI¥7 PER clorICO

le = Br*! HIPO bromOSO

3e = Br*’ bromOSO
5¢ = Br*’ bromICO
7e = Br’ PER bromICO
3e = U HIPO uranOSO
4e = U uranOSO
5¢ = U* uranlCO
6e = U* PER uranICO

|
NOMBRE DE LOS COMPUESTOS
FUNCION QUIMICA

Es una serie de caracteristicas que le son comunes a
ciertos cuerpos y que por esta razon se agrupan en
una “Funcion Quimica”.

Existen las siguientes funciones:

ELEMENTOS
FUNCION QUE LO COMPUESTO
IDENTIFICA
I Anhidrido |m + O B
II Oxido m+ O B
III Acido
a) Hidracido|H + m B
b) Oxdcido |H+ m + O T
IV Base M + (OH) T
V Sal
a) Hidrdcida
Acida M+m+H T
Basica |M + m +(OH) C
Neutra (M + m B
b) Oxacida
Acida M+m+O+H C
Basica |[M +m + O + (OH) C
Neutra (M +m + O T
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LEYENDA:
m = metaloide B = binario
M = metal T = ternario

H = hidrégeno C = cuaternario

O = oxigeno

NOMBRE DE LOS ANHIiDRIDOS

Compuestos por metaloide y oxigeno, se les llama
también “oxidos acidos”, porque con agua dan dcido
oxacido.

METALOIDE + OXIGENO = ANHIDRIDO |

Un anhidrido se le nombra con la palabra “anhidri-
do”, seguido del nombre ionico del metaloide.

Ejemplos:

SO o $**0?  anhidrido HIPO sulfurOSO
SO, 0 S**0*  anhidrido sulfurOSO

SO, o S$*°0™* anhidrido sulfurlCO

CLOo Cl;lO'2 anhidrido HIPO clorOSO

ClL0; 0 Cl;'30’32 anhidrido clorOSO
CLO, o Cl;SO‘S2 anhidrido clorICO
CLO, o C1;7O'72 anhidrido PER clorICO
N,O; 0 N*23O'32 anhidrido nitrOSO

N,O; o N*;O;_2 anhidrido nitrICO
NOMBRE DE LOS OXIDOS

Compuestos de metal y oxigeno, se les llama también
“oxidos basicos” porque con el agua dan bases.

METAL + OXIGENO = OXIDO I

Un oxido se le nombra con la palabra “oxido”
seguido del nombre ionico del metal.

Ejemplos:

FeO o Fe*t?0 oxido ferrOSO

Fe,0, o Fe?0O? oxido férrICO
2 3

Na,O o Naz*lO'2 oxido de Sodio

Cu,0 o Cut'O™ oxido cuprOSO

CLO, 0 AI?’O7 oxido de aluminio
273

NOMBRE DE LOS PEROXIDOS

Peroxidos, son 6xidos que tienen mds oxigeno de lo
que permite la valencia maxima del metal. Se forma
agregando un datomo de oxigeno al 6xido que forma
el metal con su mdxima valencia.

Se les nombra con la palabra PEROXIDO,
seguido del nombre ionico del metal.
BaO + O = BaO, PEROXIDO de bario

PEROXIDO de hidrégeno

(agua oxigenada)

H,0 + O =H,0,

CuO+ O = CuO, PEROXIDO cuprico

PbO,+ O = PbO, PEROXIDO plubico

anO3 +0 = anO 4 PEROXIDO manganico

NOMBRE DE LOS ACIDOS

Son compuestos que al disolverse en agua siempre
producen iones H o H,O*. Son de sabor agrio, enro-
jecen el papel de tornasol, decoloran la fenolftaleina.
Son de dos clases: Hidracidos y Oxacidos.

A) ACIDOS HIDRACIDOS

Son compuestos binarios constituidos por “H” y
metaloide (especialmente halogeno).

HIDROGENO + METALOIDE = ACIDO

HIDRACIDO

Cuando estos compuestos estan libres son gaseo-
sos y se acostumbra a nombrarlos con el “nombre
ionico del metaloide”, seguido de la palabra “de
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hidrogeno”. Cuando estan disueltos en agua se
prefiere llamarlos con la palabra “acido” seguido
del nombre del metaloide terminado en hidrico.

Ejemplos:

HCI clorURO de hidrégeno o
dcido clorHIDRICO

HI YodURO de hidrégeno o
acido yodHIDRICO

HBr BromURO de hidrégeno o
acido bromHIDRICO

B) ACIDOS OXACIDOS

Son compuestos ternarios de hidrogeno, oxigeno
y metaloide; resultan de la combinacion de un an-
hidrido con el agua.

ANHIDRIDO + AGUA = ACIDO OXACIDO I

Se les nombra con la palabra “dcido” seguido
del “nombre ionico del metaloide”.

Ejemplos:

H,SO, o H3!S*°0;*  dcido sulfurlCO (5*9)
H,S0; o H3'S*O7 acido sulfurOSO  (5*)
HNO, o H*'N*0;* dcido nitrOSO (N*3)
HNO, o H*'N*07 dcido nitrICO (N*3)
HCIO o H*'CI''O? 4cido HIPOclorOSO (CI*)
HCIO, o H*'CI**0O7 acido clorOSO (CI*3)
HCIO, o H*'CI*O7 acido clorICO (C1*)
HCIO, o H*'CI*'O7} acido PERclorICO  (CI7)

H,PO, o H*'P0O7 dcido fosforOSO (P9)

H,;PO, oH;'P*O7  acido fosforiCO  (P)

HzCrO3 o H2+1Cr+6O;2 dcido cromICO  (Cr*©)
H,Cr,0, 0 H;1Cr;60'72 acido dicromICO (Cr*©)
H,MnO, o H’;Mn*ﬁO;}2 acido manganICO (Mn*¢)

HMnO, o H*'Mn*’O? 4cido PERmanganICO
' (Mn*7)

C) ACIDOS ESPECIALES
e ACIDO POLIHIDRATADOS

Son aquellos que se combinan con cantidades vari-
ables de agua.

Cuando el metaloide es de “valencia impar”
Se les nombra anteponiendo la palabra META,
PIRO y ORTO, al nombre i6nico del metaloide,
segun que la combinacion del anhidrido se haya
hecho en 1, 2 0 3 moléculas de agua.
Ejemplo: Fosforo con valencia +3:
P,O, + H,0 = 2HPO, acido METAfosforOSO
P,0, + 2H,0 = H,P,O,  dcido PIROfosforOSO
P,0, + 2H,0 = 2H,PO,  dcido ORTOfosforOSO

Cuando el metaloide es de “valencia par”
Ejemplo: Carbono con valencia + 4:
CO, + H,0 = H,CO, acido METAcarbonICO
2CO, + H,0 = H,C,04  dcido PIROcarbonlCO
CO, +2H,0 =H,CO,  dcido ORTOcarbonICO

Se les nombra de la siguiente manera:
1 anhidrido + 1 agua = META

2 anhidridos + 1 agua = PIRO

1 anhidrido + 2 aguas = ORTO
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e POLIACIDOS

Son aquellos que tienen mas de dos atomos de me-
taloide en su molécula.

Se les nombra con la palabra acido, seguido del
nombre i6nico del metaloide al cual se le antepone
BI, TRI, TETRA, etc., segun indique el subindice
del metaloiede en la formula.

NOTA

Todos los “piro-acidos”, ademads de ser tales, per-
tenecen también al grupo de los “polidcidos”
porque tienen 2 metaloides en su molécula.

Ejemplos:
H,P,0, acido DI fosforico
o pirofosforico
H,B,0, acido DI borico
o pirobérico
H,N,O, acido DI nitroso
0 piro nitroso
H,N,O, 4cido DI nitrico

0 piro nitrico

Otros ejemplos:

H,B,0, acido TETRAborico
H,C,0, acido TRIcarbonico
H,5,0,, acido TETRAsulfurico
H,Si,0, acido TRlsilicico

¢ THIOACIDOS

Son dcidos que resultan de sustituir uno o mas oxi-
genos del dcido oxdcido, por azufre S

Se les nombra con el prefijo THIO, anteponiendo
DI, TRI, etc., segun el numero de O que hayan si-
do sustituidos por S2. Si la sustitucion es total, se
le antepone SULFO al nombre del acido.

Ejemplos:
HNSO  dcido THIOnitroso (del HNO,)
H,CSO  dcido THIOcarbonoso (del H,CO,)
HCIOS 4cido THIOcloroso (del HCIO)
H,CSO, 4cido DI THIOcarbonico (del HZCO3)
HCISO, dcido DI THIOclérico (del HCIO3)

HCIS,0, dcido DI THIOperclérico (del HCIO,)

HCIS,O dcido TRI THIOperclérico (del HCIO,)
H,S,0, dcido DI THIO SULFURICO (del
H,SO,)
H,5,0  dcido TRI THIOsulfurico (del H,SO,)
H,S, 4acido TETRA THIOsulfurico
SULFOsulftrico (del H,SO,)
HCIS,  dcido TETRA THIOperclorico

SULFOperclorico (del HCIO,)

e PEROXACIDOS

Son aquellos acidos que se forma reaccionando el
anhidrido de mayor valencia del metaloide, con
agua oxigenada, H,0,.

Se les nombra con la palabra “acido” seguida del
“nombre ionico del metaloide” anteponiendo la pa-
labra PER o PEROXI.

Ejemplos:
P,0,+3H,0, =HpP

O,, acidoPEROXIortofosforico

2711

SO, + H,0, =H,S0, dcido PEROXIsulfurico
N,O, + H,0, = H,N,0O, acido PEROXInitrico
CLO, +H,0, =H,CLO, dcido PEROXIperclérico
CO, +H,0, =H,CO, dacido PEROXIcarbonico

250, + H,0, = H,5,0, 4cido PEROXIdisulfurico
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RADICALES HALOGENICOS

Son restos de la molécula de un acido al cual de le ha
quitado uno o mas H*. Puede ser Radical halogénico
hidracido o Radical halogénico oxacido.

A) RADICAL HALOGENICO HIDRACIDO

Es el residuo del acido halogénico al que se le ha
quitado uno o mas H*.

Se le nombra haciendo terminar en URO el
nombre genérico del dcido; anterior poniendo
BI, o posponiendo la palabra ACIDO si queda
todavia H*.

Ejemplos:

CI't Cloruro (del HCI)

It Yoduro (del HI)

S?  Sulfuro (del H,S)

F! Fluoruro (del HF)

(SH)! Sulfuro 4cido o BI sulfuro (del H,S)

(TeH)! Teloruro dcido o BI teloruro (del HzTe)

B) RADICAL HALOGENICO OXACIDO

Es el que resulta de quitarle 1 o mas H* a la mo-
lécula del dcido oxdcido.

Se les nombra cambiando la terminacion OSO
por ITO la terminacion ICO por ATO, al nombre
del acido del que deriva; seguido de la palabra
ACIDO, o anteponiendo el prefijo Bl siempre y
cuando haya restos de H* en el radical, sin cam-
biar ningtn prefijo al nombre del acido.
Ejemplos:

(C10,)* ClorITO (del HCIO,)

(C10,)* ClorATO (del HCIO,)

(C1o* PlerclorATO (del HCIO,)

(NO,)"! NitrITO (del HNO,)

(NO,)! NitrATO (del HNO,)

(HSO)"'  SulfATO ACIDO

o Bl sulfato (del H,SO,)
(SO SulfATO (del H,SO,)
(CO, CarbonATO (del H,CO,)

(5,092  PEROXI disulfATO (del H,5,0,)

27278

(HCO,)! CarbonATO ACIDO
0 BI carbonATO (del H,CO,)

(H,PO,)"  FosfATO DI ACIDO
o BI DI fosfATO (del H3PO4)

(H,P,0.)2  PIRO fosfATO DI ACIDO (del

20277
H,P,0,)

(CSO,)* THIO carbonATO (del H,CO,)

(HCS,0)' DI THIO bicarbonATO (del
H,CO,)

(CIZOQ)'2 PEROXI perclorATO (del HZCIZOQ)

NOMBRE DE LAS BASE o HIDROCIDOS

Son compuestos que resultan de la combinacion de
un o6xido con el agua. Se caracterizan por la presen-
cia del grupo (OH)". Colorea de violeta el papel de
tornasol y de rojo la fenolftaleina.

OXIDO + AGUA = BASE o HIDROXIDO I

Se les nombra con la palabra “hidroxido” segui-
do del “nombre ionico” del metal.

Ejemplos:

Hg(OH), o Hg*(OH) ] hidréxido merctrico
Pb(OH), o Pb"z(OH)'z1 hidréxido plumboso

Pb(OH), o Pb"‘*(OH):}1 hidroxido plumbico
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Ni(OH), o Nl*z(OH)'; hidroxido hiponiqueloso
Ni(OH), o Ni*z(OH)'31 hidroxido niqueloso
Ni(OH), o Ni*"(OH)'i hidroxido niquélico

NOMBRE DE LAS SALES

Resultan de la combinacion de un acido (hidracido u
oxacido) con una base, por consiguiente siempre es-
tan conformadas por un “cation” que es metal de la
base y el “anion” que es el “radical halogénico” del
acido. Puede ser sal hidracida u oxacida.

Neutras:

No tienen ni H* ni (OH)"
Hidracidas {
Acidas: Tienen H*

Basicas: Tienen (OH)-

Neutras:
No tienen ni H* ni (OH)-

»wrmE > w;

Oxdcidas {

| x

A) SALES HIDRACIDAS

Acidas: Tienen H*
Basicas: Tienen (OH)"

Resultan de la combinacion de un 4cido hidréci-
do con una base

ACIDO HIDRACIDO + BASE = SAL HIDRACIDAI

Se les nombra con el nombre ionico del radical
halogénico (seguido de la palabra “acido” si tie-
nen H*) seguido del nombre i6nico del metal (an-
teponiéndole la palabra “basico” si tiene (OH)").

Ejemplos:
CINa Cloruro de sodio
CLCu Cloruro cuprico

(HS),Fe Sulfuro acido ferroso
o bilsulfuro de fierro

1Ca(OH) Yoduro basico de calcio

(HS) 4Pb Sulfuro acido plumbico
o bisulfuro plumbico

S,[(OH)Pb], Sulfuro basico plumbico
Cl (OH)Au Cloruro bdsico aurico

I(OH),Mn  Yoduro DI bésico manganico

S[(OH),Pb], Sulfuro TRI basico plumbico

’ , B) SALES OXACIDAS

Resultan de la combinacion de un acido oxacido
con una base.

ACIDO OXACIDO + BASE = SAL OXACIDA I

Se les nombra con el nombre ionico de radical
halogénico (seguido de la palabra “acido” si hay
H*) seguido del nombre i6nico del metal (ante-
poniendo la palabra “basico” si hay (OH)").

Ejemplos:

(C10),Pb hipoclorito plumboso
(C10),Pb hipoclorito plumbico
(NO,),Fe nitrato férrico
(NO3)2(OH)Fe nitrato basico férrico
(Cr,0,);Au dicromato aurico

(MnO,)(OH),Mn Permanganato dibasico
manganico

(HBO3)Hg2 Borato dcido mercurioso o
borato mercurioso.

(HCO,),Ca Carbonato acido de calcio
o bicarbonato de calcio.

(SO,),Pb PEROXIsulfato plumbico
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(HCSO,),Ca THIOcarbonato acido de calcio
o BI THIOcarbonato de calcio

(HCO,),Ca  Bi PEROXIcarbonato de calcio o

PEROXIcarbonato acido de calcio
SALES DOBLES
Son las sales que tienen dos metales.

Se les nombra igual que cualquiera de las sales solo
que antes de nombrar los iones metalicos se escribe

la palabra “doble”.

(SO,),AIK Sulfato doble de aluminio y
potasio

(HSO,)KNa Sulfato acido doble de potasio
y sodio

PO 4Nal(OH)Mg Fosfato doble de sodio bdsico
de Magnesio

(HCO,) AlFe Bicarbonato doble de aluminio

férrico

PECULIARIDADES DE LOS ACIDOS DEL
FOSFORO

1.- El acido con P de Val + 1 da solo el acido ORTO:

H,PO

,PO, acido ORTO fosforoso o

HIPOFOSFOROSO

2.- En el acido hipofosoforoso sé6lo un hidrégeno es
sustituido por metal, los otros dos son insustitui-
bles, de manera que las sales son siempre DI-ACI-
DAS y cuando se lee la formula casi siempre se
prescinde la mencion de esta di-acidez.

Ejemplo:
(H,PO,)Pb Hiposulfito plumboso
(H,PO,),CaPb Hiposulfito doble de

calcio plumbico

3.- En los acidos formados con el fosforo Val +2,
siempre hay un HIDROGENO INSUSTITUIBLE,
de manera que sus sales son “mono acidas” y/o
“di-acidas”.

a) Por ejemplo en el HPO,, el fosforo es de valen-
cia +3, el acido tiene un solo H* que es insusti-
tuible, luego este dacido no da sales.

b) El acido PIRO FOSFOROSO, H,P,O

4P,0, puede dar
sales mono, di y tri dcidas.
Ejemplos:

ATHP, O, PIRO fosfito de aluminio

AIZ(HZPZOS) PIRO fosfito DI acido de aluminio

Fe3(HP205)2 PIRO fosfito acidoferroso

Fe(H,P,0,

); PIRO fosfito TRI acido férrico
OXIDOS DOBLES

Resultan de escribir en una sola forma las formulas
de los 6xidos terminados en OSO e ICO.

Se les nombra con la palabra OXIDO seguida de los
“nombres i6nicos” de los metales.

FeO + Fe,0, =Fe,0, oxido ferroso férrico

oxido estanoso
estanico

25n0 +5SnO  =5n,0,

2PbO + Pb,0, = Pb,0, ¢xido plumboso

plumbico

MnO + Mn,O,; =Mn,0, 6xido manganoso
manganico

RADICALES CATIONES COMPUESTOS

Son derivados de algunos HIDRUROS a los cuales se
les agrega un H*, dando origen a un radical positivo
monovalente.

Se les nombra haciendo terminar en ONIO el nom-
bre del hidruro que lo origina.

Ejemplos:

NH, + H' = (NH)* AnONIO
PH, + H* = (PH,)’ FosfONIO
AsH,+ H' = (AsH), ArsONIO
HO + H = (H0)" HidONIO
HS + H' = (H9S)" SulfONIO
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ANFOTERISMO DEL CROMO, NITROGENO Y MANGANESO

Segtn la valencia, estos elementos pueden funcionar como metales o como metaloides, por consiguiente con
el oxigeno pueden formar 6xidos o anhidridos, y éstos con el agua a su vez forman BASES 6 ACIDOS respec-

tivamente. Ver el siguiente cuadro.

e /AL ENCIA MAS NOMBRE DEL MAS NOMBRE DEL
OXIGENO COMPUESTO AGUA COMPUESTO
Cr +2 CrO o6xido cromoso Cr(OH), | hidroxido cromoso
Cr +3 Cr,0, oxido cromico Cr(OH), hidroxido cromico
Cr +6 CrO, anhidrido cromico H,CrO, acido cromico
N +1 N,O oxido nitroso N(OH) hidroxido nitroso
N +2 NO oxido nitrico N(OH) 3 hidroxido nitrico
o monoxido de
nitrogeno
N +4 NO, oxido de nitrégeno N(OH), [ hidréxido nitrégeno
o bioxido de
nitrogeno
N +3 N,O, anhidrido nitroso HNO, acido nitroso
N +5 N,O, anhidrido nitrico HNO, acido nitrico
Mn +2 MnO oxido manganoso Mn(OH), | hidréxido manganoso
Mn +3 Mn, O, oxido manganico Mn(OH)3 hidréxido manganico
Mn +4 MnO, oxido de manganeso Mn(OH), |hidroxido de manganeso
o dioxido
de manganeso
Mn +6 MnO, anhidrido manganico H,MnO, acido manganico
Mn +7 Mn,O, [anhidrido permanganico | HMnO, | acido permanganico
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UNIDADES QUIMICAS DE MEDIDA
ATOMO-GRAMO Y MOLECULA-GRAMO

ATOMO

Es un corpusculo elemental de extremada pequetiez,
constituido por un “nticleo” que contiene protones y
neutrones y una poblacion de electrones que giran
alrededor del nucleo, formando lo que se llama
“envoltura” y que es un verdadero conjunto de cas-
caras esféricas energéticas.

MOLECULA

Es la minima porcion de una sustancia, conformada
por un dtomo o un grupo de atomos, que puede exi-
stir en estado de libertad, sin tendencia a la combi-
nacion.

NUMERO DE AVOGRADO

6,023. 10%

indica:

a) El numero de dtomos que hay en una porcion
de elemento que se llama “atomo-gramo”.

b) También el numero de moléculas de una sus-
tancia que hay en una porcion de sustancia que
se llama “molécula-gramo”.

ATOMO-GRAMO

Es una porcion de elemento donde hay 6,023 . 10
atomos y cuyo peso en gramos numeéricamente es
igual a su peso atomico.

Ejemplo:

Pa. Au =197

Luego una barrita de 197 g Au se llama atomo-gra-
mo y en esta barrita hay 6,023 . 10% dtomos de Au.

El numero de “atomo-gramos” que hay en un
peso cualquiera de elemento se calcula ast:

#At—g:iv—

W = peso de una porcion de elemento, en g

A = peso atémico expresado en gramos.

# At-g = numero de at-g
MOLECULA-GRAMO o MOL
Es una porcion de una sustancia donde hay 6,023 . 10%
moléculas, cuyo peso en gramos es numéricamente
igual a su peso molecular.

Ejemplo:

Pm. H,0 =18

Luego: 18 g H,O se llama “molécula-gramo” o
“mol” y en €l hay 6,023 . 10*> moléculas de H,0.

El numero de moles que hay en un peso
cualquiera de sustancia se calcula ast:

@

W = peso cualquiera de sustancia, en “g

M = peso molecular expresado en gramos, se
llama mol.

n = namero de moles

Ejemplo:

¢Cuantas moles de NaOH hay en 70 g?

Dato: Pm. de NaOH = 40

Luego: M, ;; = 40 g/mol
70¢g
n=———=1,75 mol de NaOH
40 g/mol

EL ESTADO GASEOSO

GAS

Es un estado de la materia en la que las moléculas
gozan de movimiento libre e independiente, alejan-
dose y acercandose entre si en forma desordenada.

Sus movimientos son rectilineos, caoticos y eldsticos.
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El volumen “V” que ocupa, la temperatura “I” y la
presion “P” que ejerce, son variables en los gases, y
segln como varian se relacionan como leyes perma-
nentes.

SOLIDO LIQUIDO
Forma y volumen Sélo volumen
Definido definido

GAS
Ni forma ni volumen definido

LEY GENERAL DE LOS GASES

“En todo gas ideal el producto de la presion absolu-
ta por el volumen, dividido entre la temperatura
absoluta es constante”.

LEY DE BOYLE Y MARIOTTE

“A temperatura constante, los volumenes de un
gas varia en forma inversamente proporcionales a
las presiones absolutas”.

El proceso se llama “isotérmico”.

PV

LEY DE CHARLES

“A presion constante, los volumenes de un gas varian
en forma directamente proporcionales a las tempe-
raturas absolutas”.

El proceso se llama “isobérico”.

Vl VZ
Tl TZ
P l P
|———
VZ
Vl
T1 TZ .
<

LEY DE GAY-LUSSAC

“A volumenes constantes, las presiones absolutas va-
rian en forma directamente proporcional a las tem-
peraturas absolutas”. El proceso se llama “isométri-
co” o “isécoro”.

Pl B Pz
Tl Tz
P P
1 | +
V1 Vz
Tl Tz .
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DENSIDAD DE UN GAS

La densidad de un gas es variable y depende de las
condiciones, es decir depende de la temperatura que
tiene y del volumen que esta ocupando, en todo
caso, la densidad es:

o=W_
v

Unidades SI: N
m3

Pero que esta sometida a una variacion que depende
de la presion y temperatura, segun la siguiente ley:

1,

o h b
PZ Tl

Esta ley dice:

“La densidad de un gas varia en forma directa-
mente proporcional a su presion absoluta y en
forma inversamente proporcional a su tempera-
tura absoluta”.

LEY DE DIFUSION o LEY DE GRAHAM

“La velocidad de difusion de los gases es inversamen-
te proporcional a la raiz cuadrada de sus masas mo-
leculares o de sus densidades”.

VPm, v, vD,
A% VPm, A%

-

NH,CL (Blanco)

Vapor | Vapor
de de
HCL NH,
HCL Pm. 36,5 Pm. 17NH3
(Verdoso) (Incoloro)

ECUACION UNIVERSAL DE LOS GASES

P.V=n.R.T

P = presion de un gas en reposo
V = volumen que ocupa ese gas en reposo.
N = numero de moles que contiene

R =constante general de los gases, cuyo valor
depende de las unidades que se usan.

T = temperatura absoluta del gas.

Valores que se emplea para R, segtin las unidades que
se usa en el problema;

atm . L
R=0,082 ———
mol . K
mmHg . L
R=624—"—
mol . K
ia . ft®
R-107 2221
Mol-lib . R
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Ejemplo:

Calcular el peso de CO, encerrado en un reci-
piente y que estd a 800 mmHg de presion, a 67°C
y ocupa un volumen de 84,96 litros.

Calculo de la masa:

De: P.V=n.R.T

=P.V=

= |=

m
M
m=—""" (D

Adecuando los datos:
P = 800 mmHg

T=067°C+273=340K

V=8496L
M= 44 2
mol
mmHg . L
R=624 ——M
mol . K

Sustituyendo en (I) los datos adecuados:

800 . 84,96 L . 44 g/mol
m =

=140 g
mmHg . L

62,4
mol . K

-340 K

Pero: w=m.g

Luego:

w=140g.98 2 = 137kg- 2
s? s?

Por lo tanto: w = 1,37 N de CO,

HIPOTESIS DE AVOGRADO Y AMPERE

“En volumenes iguales de gases distintos que estén a
la misma presion y a la misma temperatura existe el
mismo ndmero de moléculas”.

MEZCLA DE GASES

Es la reunion de dos o mds gases en la que cada uno
conserva sus caracteristicas.

LEYES DE DALTON

1.- “En una mezcla de gases que ocupa un volumen,
la presion total es igual a la suma de las presio-
nes parciales”.

PT =p,+tp,+tPst ..

P, = presion de la mezcla

p = presion parcial de cada gas

2.- “En una mezcla de gases, las presiones parciales
son directamente proporcionales al nimero de
moles o ntimero de moléculas”.

Prp 25 Ps
—ae—dh e —— b,

oy 1 5 My

P, = presion total de la mezcla
p = presiones parciales
n. = total de moles de la mezcla

T

n = moles de cada gas en la mezcla
Ejemplo:

Se mezcla 3 moles de O, y 2 moles de CO,. La
presion total es de 1000 mm de Hg. Calcular la
presion parcial de cada gas.

P
np o
de donde:
PT
by = nl?

Sustituyendo los datos:

Para el O,:

1000 mm

O, =3 mol
P 5 mol

=600 mm Hg
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Para el CO,:

1000 mm

CO, =2 mol
P=S2 5 mol

=400 mm Hg

LEY DE AMAGAT

“Cuando se mezcla gases distintos, todos a la misma
presion y a la misma temperatura, manteniendo esa
misma presion y temperatura al ser mezclados, el
volumen de la mezcla es igual a la suma de los vo-
lumenes parciales”.

VT=V1 +V, + Vot

Nl:lMEl}O DE MOLES, VOLUMEN Y
PRESION PARCIALES RELACIONADO EN
PORCENTAJE

%mn, = %v,=%p,

n, = nimero de moles de uno de los gases en la

mezcla.

v, = volumen parcial que ocupa uno de los gases.

1

p, = presion parcial que ejerce uno de los gases.

FRACCION MOLAR

Es la relacion entre las moles de uno de los gases que
hay en la mezcla y el total de moles de la mezcla de
gases.

=]

fm, =

fm, = fraccion molar.

n, = nimero de moles de uno de los gases en la

mezcla.

n,. =numero total de las moles que hay en la

mezcla.

T

PESO MOLECULAR DE UNA MEZCLA DE
GASES

Para calcular en Pm, se calcula el peso promedio de
una mol de mezcla, ya que numéricamente el Pm, y
la mol de un gas son iguales.

M = fml.M1+fm2.M2+

M, = peso promedio de una mol de la mezcla.
fm_, fm, = fraccion molar de cada gas.
M,, M, = valor de la mol de cada gas.

Ejemplo:
Se mezcla 2 mol de He con 5 mol de CH,. Calcu-

lar el Pm promedio.

+fm M

Mm = mee - My, CH4 * “V'CH4 @

Cdlculo de las fracciones molares:

n, = 2mol
Ny, =5 mol
Sumando: n; =7 moles
n

Sabiendo que: fm, = n—l

2 mol
fm,, = =0,2857
7 mo
5 mol
fm,, — " 0,7143

Ademds: M = 4g/mol y M_,, = 16gr /mol
Sustituyendo en (I)

Mm = 0,2857 . 4 g/mol + 0,7143 . 16g /mol

=12,6716 L

mol
numéricamente Mm = Pm

. Pm=12,6716

GASES HUMEDOS
GAS HUMEDO

Es aquel gas que esta mezclado con algun vapor (de
agua, de gasolina, de éter, de alcohol, etc.). Para cal-
cular la presion del gas humedo, se aplica la Ley de
Dalton:
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PH=PV+Pg

Por consiguiente:

Pg=P, - Pv

Donde:
Pg = presion del gas (seco).
P, = presion total del gas htimedo.

P_ = presion del vapor.

HUMEDAD RELATIVA

Se denomina Humedad Relativa al porcentaje de va-
por de agua que tiene un gas con respecto a su pun-
to de saturacion de vapor.

Cuando el gas esta totalmente saturado de vapor de
agua la humedad relativa es 100%

Hr = 2% 100
pS
O:
Wi
Hr = —L . 100
Wp

Hr = humedad relativa.

pv = presion parcial del vapor de agua a determi-
nada temperatura.

ps = presion parcial del vapor de agua, cuando la
mezcla estd saturada de vapor, a la misma
temperatura.

w, = peso de vapor de agua presente en un deter-
minado volumen (llamado también hume-
dad absoluta).

w, =peso total de vapor de agua necesario para
que el volumen de gas anterior llegue a su
total saturacion.

Ejemplo:

A 20° C la presion de saturacion de humedad de
un gas es 17.5 mm (este dato esta tabulado en los
libros), pero al momento de la medida, la presion
parcial del vapor es 14 mm. ; Cudl es la humedad
relativa?

- 100 = 80%

DETERMINACION DE PESOS
ATOMICOS

1.- Peso atomico aproximado:

METODO DEL M.C.D. o de CANIZZARO

Se determina los pesos del elemento en el peso mole-
cular de dos 0 mas compuestos que contengan dicho
elemento; el M.C.D. de estos pesos es el Pa. aproxi-
mado del elemento cuyo peso atomico se busca.

2.~ Peso atomico exacto:

METODO EL CALOR ESPECIFICO

Se necesitan conocer las siguientes proposiciones:

a) LEY DE DULONG Y PETIT

Pa. Ce =64

Pa = Peso atomico.

Ce = Calor especifico.

b)PESO EQUIVALENTE o EQUIVALENTE
GRAMO

Es una porcion del elemento, en gramos, que se
combina o desplaza 8 g de oxigeno, 1,008 g de hi-
drégeno, o 35,46 g de cloro. Matemdticamente se
calcula asi:

A
Eq-g:v

Eq - g = equivalente-gramo.

A = atomo-gramo del elemento o Pa. expresado
en gramos.

V = valencia del elemento.

- 243 -



)

NOTA.-

Un elemento tiene tantos equivalentes como

valencias tenga.

Fe (del ferroso)
56 g
Eq-g Fe*® = - 28 g  Fe (del férrico)
LEY DE LA COMBINACION
EQUIVALENTE DE LOS ELEMENTOS
“Los pesos de dos elementos que se combina, o son

sus equivalentes los que se combina o son propor-
cionales a estos pesos equivalentes”.

W, B Eq,

W, Eq,

W, = peso de un elemento que se combina con el
peso W, de otro elemento.

W, = peso del otro elemento que se combina con
el peso de W, del elemento anterior.

Eq, = peso equivalente del elemento 1.
Eq, = peso equivalente del elemento 2.
Ejemplo:

5 gramos de un metal se oxida con 1,2 g de oxi-
geno. ;Cual es el equivalente del metal?

PROCEDIMIENTO:

5g Eq-gM
12g 8g
de donde:
EqM=333¢g

LEYES DE LAS COMBINACIONES
QUIMICAS

LEYES PONDERALES

Son las que gobiernan las masas (o los pesos) de los
cuerpos que reaccionan y de los cuerpos que resul-
tan. Son 4:

1.- LEY DE CONSERVACION DE LA MATERIA o
DE LAVOISIER

“La masa de un sistema permanece invariable,
cualquiera que sea la transformacion que ocurra
dentro de él”.

2.~ LEY DE LAS PROPORCIONES DEFINIDAS o
DE PROUST

“Cuando dos o mas sustancias se combinan para
formar un cuerpo determiando, lo hacen siem-
pre en una proporcion fija y constante”.

3.- LEY DE LAS PROPORCIONES MULTIPLES o
DE DALTON

“Lo pesos de un elemento, que se combinan con
un mismo peso de otro para formar compuestos
distintos varian segun una relacion muy sencilla”.

4.- LEY DE LAS PROPORCIONES RECIPROCAS
o DE WENZEL-RITCHER

“Los pesos de dos o mas cuerpos que reaccionan
con un mismo peso de otro, son los mismos, o
sus multiplos, los que reaccionan entre si, el ca-
so de ser suceptibles de reaccionar”.

LEYES VOLUMETRICAS

Son las que regulan o gobiernan los volimenes de los
gases que reaccionan y los volumenes de los gases
producidos.
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1.- LEYES VOLUMETRICAS o DE GAY-LUSSAC

“En cualquier reacciéon quimica, los volumenes
de las sustancias gaseosas que reaccionan y los
volumenes de las sustancias gaseosas produci-
das, estan relacionados por numeros enteros
sencillos y constantes”.

CONTRACCION

En una reaccion quimica, es la disminucion que ex-
perimentan los volumenes de las sustancias gaseosas
que reaccionan”.

N, + 3H, _ 2NH, (1)
1vol 3vol 2 vol
c.5-V

C = contraccion.
s = suma de volumenes gaseosos reactantes.

v = suma de volumenes gaseosos que resultan.
Ejemplo:
Para la ecuacion (1):

c-t-2_1

4 2

EL ESTADO LIQUIDO
SOLUCIONES

SOLUCION

Mezcla homogénea de dos sustancias, en la que una
es el “solvente” y la otra es el “soluto”.

SOLVENTE

Sustancia en la cual se disuelve otra sustancia (gene-
ralmente es el agua).

SOLUTO

Sustancia que se disuelve en el solvente.

Solucion = solvente + soluto

CONCENTRACION

La concentracion de una solucién es la que indica la
“cantidad relativa” de soluto que hay en una solucion.

FORMAS DE EXPRESAR LA
CONCENTRACION

FORMAS FIiSICAS

1.- EL PORCENTAJE POR PESO:

peso soluto
% de soluto = —— - 100
peso solucion

Ejemplo:

Se disuelve 3 gramos de sal en 12 g de agua.
¢Cual es la composicion porcentual?

% de sal por peso = - 100 = 20%

3g+12¢g

2.- GRADOS BAUME

Es una forma de medir las concentraciones de las
soluciones liquidas de acuerdo a su densidad.

La escala de Baumé es una escala de densidades
que toma como puntos de referencia la densidad
de agua pura y la densidad de una solucion de
NacCl al 10%.

Para liquidos mds densos que el agua, la densidad
del agua es 0° Bé y la densidad de la solucion de
NacCl al 10% corresponde a 10° Bé.

Para liquidos menos densos que el agua, por
ejemplo: soluciones de gases en agua, la densidad
de la solucion de NaCl al 10% corresponde a 0° Bé
y la del agua pura corresponde a 10° Be.

Por eso, hay densimetros Bé para liquidos mas
densos que el agua y otros para liquidos menos

densos.

Para liquidos mas densos que el agua:

145
p.e

n =145 -
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Para liquidos menos densos que el agua:

140
p.e

- 130

n=

n = °Bé

p-e. = peso especifico de la solucion.

EQUIVALENTE-GRAMO (Eq-g)
DE COMPUESTOS

a.- De un acido:

Eq—gA:

#H*

#H* = numero de hidrogenos iénicos que con-
tiene la molécula de acido.

b.- De una base:

Eq - ¢B =
18 = on),

(OH)" = numero de grupos oxhidrilo i6nico que
contiene la molécula de la base.

NOTA..-

La equivalencia se manifiesta en una reaccion
y esta dada por el numero de H* o OH" de una

molécula que han sido sustituidos, segun sea
acido o base.

c.- De una sal:

Se da con respecto a uno de los elementos o a uno
de los iones que constituyen la sal.

M

Eq-gS-=
numero Eq - g del elemento o radical

Ejemplo:
Calcular el equivalente del KAI (SO,),

Con respecto al K*, Al y (SO 4)’22

258
Eq - g, = Tg = 258 g de KAI(SO,),

8g

Eq - g,,; =—— = 86 gde KAI(SO)),

(50N = 208 _ 645 o de (50.)
Ty b 8 42

2
MILI-VALENTE

Es la milésima parte de un equivalente.

FRACCION MOLAR EN UNA SOLUCION

Es la proporcion de moles de soluto o solvente que

hay en una solucion, o en otras palabras es el “tanto
por uno” de soluto o solvente en la solucion.

1ol

fm, = ——
nT

fm, = fraccion molar del soluto o solvente (segtin)
n, = numero de moles de soluto o solvente (segtin)

n; = numero total de moles de la solucion.
FORMAS QUiM!CAS PARA MEDIR LA
CONCENTRACION DE LAS SOLUCIONES

1.- MOLARIDAD

Estd dada por el ntiimero que indica el numero de
moles de soluto que habria en 1 litro de solucion.

#Moles soluto
Molaridad = —————
#Litros solucion
o:
n
C, =—
Moy
Ejemplo:

Se disuelve 20 gramos de NaCl en 110 cm? de so-
lucion. ;Cual es la concentracion molar de la so-
lucion?

Se sabe que:

Cy=— )
v
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W 20g
=—=  =0,341 mol

M 58,5 g/mol

V=110cm?>=0,110 L

Sustituyendo en (I):

0,341 mol mol
= =3,1

M )

0,110 L L

. Concentracion Molar = 3,1 M

2.- MOLARIDAD

Esta dada por un numero que indica el numero de
moles de soluto que habria en 1 kg de solvente.

#Moles soluto
Molalidad = ——
#Kg solvente
o:
n
W
Ejemplo:

Se disuelve 20 g de NaCL en 100 g de agua.
Calcular la concentracion molal de la solucion.

Donde:

20
n=— o8 0341 mol

M 58,5 g/mol

w =100 g = 0,100 kg

Sustituyendo en la formula:

_ 0,341 mol =341 mol
0,100 kg kg

Cm

. Concentracion Molal = 3,41 m

3.~- NORMALIDAD

Esta dada por un numero que indica el numero
de equivalentes gramo del soluto que habria en
1 litro de solucion.

#Eq - 1
Normalidad = qg—m
#lit solucion
o:
#Eq-g
Ny
Ejemplo:

Se disuelve 30 gramos de Ca(OH), en 120 cm’ de
solucion. Calcular la concentracion normal de la
solucion.

w 30g
#Eq-g= = =08leq-g

Eq-g 37 geqg

V=120cm?>=0,120L

Sustituyendo en la formula:

0,8leq-g eq-g
0120L

Concentracion Normal = 6,75 N

DILUCION Y AUMENTO DE LA
CONCENTRACION

Cuando a una solucion se anade solvente la solucion
se diluye, es decir baja la concentracion.

Cuando de alguna manera se le extrae solvente; es
decir, se le disminuye el solvente, la solucion se con-

centra, sube su concentracion.

En todo caso, se cumple la siguiente propiedad:

CV, =GV,

C, = concentracion de la solucion al principio.
V, = volumen de la solucion al principio.
C, = concentracion de la solucion al final.

V, = volumen de la solucion final.
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DETERMINACION DE PESOS
MOLECULARES

METODO GASOMETRICO

Este método se usa para sustancias gaseosas, y si no
lo es, previamente se transforma en gas.

Como la “mol” de cualquier sustancia, y el “peso mo-
lecular” son numéricamente iguales, lo que se deter-
mina es el peso de la mol y de ahi se infiere el Pm.
Puede calcularse de las siguientes maneras:

a) Basado en la ecuacion general de los gases:

M=—-" """ D

b) Conociendo la densidad relativa del gas con res-
pecto al aire (Dr):

Pm. = 28,96 . Dr (In

¢) Conociendo la densidad del gas en C.N. (Dn):

L
M=224 -Dn (111)
Mol

METODO OSMOTICO

Se funda en el fenomeno de la 6smosis y se usa pa-
ra calcular pesos moleculares de solidos y liquidos
disolviendo en un disolvente liquido.

1= P = matm

m
n.V=—-R.T
M
m.R.T
M=—— ()
T .V

M = masa de una mol de soluto, en “g/mol”.

@

M = masa de soluto disuelto, en “g”.
R = constante de los gases 0,082.
T = temperatura absoluta de la solucion, en “K”.

7 = presion en atmosfera, ejercido por la columna
de altura “h”, en “atm”
, .

V = volumen de la solucion en litros.
Ejemplo:

Se disuelve 3 gramos de una sustancia en 150 cm?
de una solucion, se deposita en un tubo de prue-
ba de base semipermeable y se introduce dentro
de otro recipiente mayor que contiene el disol-
vente; después de unos minutos el nivel de la so-
lucion, en el tubo, sube 2 cm. Si la temperatura
del sistema es 27°C y la densidad de la solucion al
final 2,1 g/cm?, calcular el Pm. del soluto.

Adecuando los datos:

m=3g

Atm . L
mol . K

R =0,082

T=27°+173 =300 K

8 _4, 8

t=H.0d =2cm .21
cm’ cm

2

kg

cm

-=42.10°

T =42.103- atm = 4,066 atm

’

V=150cm?®=0,150 L
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Sustituyendo en la formula (I):

Atm . L
—— - 300°K

mol . K
=121i

mol

3g. 0,082
M =

4,066 atm . 0,150 atm
Pm. =121

METODO EBULLOSCOPICO

Se funda en el aumento que experimenta el punto de
ebullicion de un liquido cuando contiene alguna sus-
tancia en solucion. Sirve para calcular pesos molecula-
res de solidos y liquidos disolviéndolos en un liquido.

m . 100
W . E

€

M = masa de una mol de soluto, en “g/mol”.

K, = constante ebulloscépica propia de cada disol-
vente.

m = masa del soluto, en gramos, disuelto.
W = masa del solvente, en gramos.

E =ascenso ebulloscopico, es decir diferencia en-
tre el punto de ebullicion de la solucion y el
solvente puro.

Ejemplo:

Se disuelve 3 gramos de un cuerpo en 30 gramos
de agua. Si la constante ebulloscopica del agua es
0,52 y el ascenso ebulloscopico de la solucion es
0,78. ;Cual es el peso molecular del cuerpo di-
suelto?

3g.100

M= 052°C——mF—
30g.0,78 °C

= 606,67 g/mol

Pm. = 66,67

METODO CRIOSCOPICO

Se basa en el descenso que experimenta el punto de
congelacion de una solucion comparado con el pun-
to de congelacion del solvente puro:

m . 100
K.—
W.C

M = masa de una mol del soluto.

K_ = constante crioscopica propia de cada liquido.
m = masa disuelta de soluto, en gramos.

W= masa del disolvente, en gramos.

C = descenso del punto de cristalizacion del sol-
vente.

Ejemplo:

Se disuelve 4 gramos de una sustancia en 40 gra-
mos de benceno y el punto de congelacion de es-
ta solucion es 5,2 °C menor que el punto de con-
gelacion del benceno puro. Si la constante crios-
copica del benceno es 4,9°C, calcular el Pm. del
soluto.

m . 100 4 g. 1000
M=K ——=49°C—=>——
W.C 40g.52°C
= 94,23 g/mol
Pm. = 94,23
TERMOQUIMICA

DEFINICION Y CONCEPTOS

Es la parte de la quimica que estudia la energia calo-
rifica (producida o consumida) que acompana a todo
proceso quimico.

La cantidad de calor que produce o consume un pro-
ceso quimico se mide en calorias o joule, muy poco
en Btu.

CALOR DE REACCION

Es el calor que entra en juego en una reaccion cuan-
do la transformacion se hace a temperatura y presion
constantes.

CALOR DE FORMACION

Es la cantidad de calor que absorbe o exhala en la
formacion de una mol de sustancia, por sintesis.

CALOR DE COMBUSTION

Es el calor desprendido en la combustion total de
una mol de una sustancia cualquiera.
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LEY DE HESS

“La cantidad de calor que intervienen en una reaccion
quimica, es la misma, asi la reaccion se realice en una
o0 varias etapas”.

EQUIVALENCIA DE UNIDADES
1 caloria = 0,00396 B.t.u.
1 B.t.u. = 252 calorias
1 kilo cal = 1000 calorias
1 joule = 0,24 cal
1 cal = 4,186 ]

DEFINICIQN DE LAS UNIDADES
CALORIMETRICAS

CALORIA

Es una unidad para medir la cantidad de calor: “Es la
cantidad de calor que absorve o que necesita 1 gramo
de agua liquida pura, para subir su temperatura en
1°C (de 15°C a 16°C)”.

B.T.U. (British Terminal United)

Es una unidad inglesa para medir la cantidad de ca-
lor: “Es la cantidad de calor que absorbe o que nece-
sita 1 libra de agua liquida pura para subir su tempe-
ratura en 1°F

CALOR GANADO O PERDIDO “q” CUANDO
VARIA LA TEMPERATURA

1.- Cuando la temperatura aumenta (gana):

g=m.CE. . (tf - ti)

2.- Cuando su temperatura disminuye (pierde):

q=m.Ce..(t-th

q = cantidad de calor ganado o perdido.

m =masa del cuerpo que modifica su tempera-
tura.

C.e. = calor especifico del cuerpo.

Ti = temperatura inicial.

Tf = temperatura al final.

EQUILIBRIO QUIMICO

Es un estado en el cual la velocidad de reaccion de
los cuerpos reactantes es igual a la velocidad de reac-
cion de los productos para reproducir los reactantes.

Sea la reaccion:

A+B y» C+D
El equilibrio quimico en una reaccién se produce a
partir del momento en que las concentraciones de los

reactantes y de los productos se mantiene constante.

[A], [B] : concentraciones de A y B al momento
del equilibrio.

[C], [D] : concentraciones de C y D al momento
del equilibrio.

Equilibrio Quimico

R
>

toF

Tiempo

FACTORES QUE AFECTAN LA VELOCIDAD DE
LA REACCION PARA LLEGAR AL EQUILIBRIO
QuiMICO

a.- Naturaleza de las sustancias que reaccionan.
b.- Temperatura.

c.- Agentes catalizadores.

d.- Concentracion y presion.

REACCIONES REVERSIBLES

Son aquellos en las que los productos originados
pueden reaccionar entre si, para regenerar los pro-
ductos primitivos.
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REACCIONES IRREVERSIBLES

Son aquellas en las que los productos originados no
reaccionan entre si para regenerar los primitivos.

LEY DE GULBERG Y WAAGE O DE LA ACCION
DE LAS MASAS

“La velocidad de reaccion es proporcional a la con-
centracion de los reactantes”.

Constante de concentracion Kc:

_[cl )
[Al* B’

Kc

Kc = constante de equilibrio por concentracion.

a, b, ¢, d, coeficientes de las sustancias A, B, C, D. en
una reaccion quimica asi:

aA+bB y» cC+dD

CONSTANTE DE EQUILIBRIO DE
IONIZACION Ki

Los 4acidos disueltos en agua se ionizan en iones H* y
radicales halogénicos A". La constante Ki de ioniza-
cion se calcula igual que Kc.

Ejemplo: H,SO, » 2H"+SO=4
H*]? [SO,=
o [H1250,7]
[H,S0,]

CONSTANTE DE EQUILIBRO DE PRESION
PARCIAL Kp

En la mayor parte de sistemas gasesoso es convenien-
tes expresar la concentracion de los gases en térmi-
nos de la presion parcial.

Ejemplo: nA + mB ) sC+qD

_ [P [P
[P,1" [P,

Kp

Pu Py Po» Pp» Presiones parciales de los gases A, B,
C, D.

RELACION ENTRE K y K_

Sea la reaccion gaseosa:

aA+bB y» cC+dD

Kp = Kc (RT)An

Donde: An=(c+d)-(a+b)

LEY DE VAN'T HOFF

“Cuando se aumenta la temperatura de un sistema en
equilibrio, éste se desplaza en el sentido en que ab-
sorbe calor”.

LEY DE CHATELIER

Es mas general que la de Van't Hoff: “Los sistemas en
equilibrio reaccionan tendiendo a reducir al minimo
el efecto de un cambio externo impuesto al sistema”.

ACIDOS Y BASES

ACIDOS

Son aquellas sustancias que al disolverse en agua se
ionizan, uno de cuyos iones siempre es el ion H* o
“protio”, el cual enrojece al papel tornasol.

Agua Pura

papel tornasol

Solucion de H,SO,

- 251 -



-

BASES

Son aquellas sustancias que al disolverse en agua se
ionizan, uno de cuyos iones es el ion (OH)- llama-
do ixhidrilo, que colorea de azul violeta al papel
tornasol.

Agua pura

papel tornasol

violeta

N

Soluucion de Ca(OH),

ACIDOS Y BASES FUERTES

Son aquellos acidos o bases que al disolverse en agua
se ionizan en un alto porcentaje.

ACIDOS Y BASES DEBILES

Son aquellos acidos o bases que al disolverse en agua
se ionizan en un bajo porcentaje.

Asi, por ejemplo:

HCI (acido clorhidrico) es un acido fuerte por-
que al disolverse en agua, un alto porcentaje es-
td disociado en iones H* y Cl; mientras que CH,
— COOH (écido acético) es un acido débil por-
que s6lo un bajo porcentaje del CH; — COOH
se ha disociado en iones H* y CH,COO-.

CONSTANTE DE IONIZACION DEL AGUA (Kw)

El agua es el mas débil de los acidos y el mas fuerte
de las bases.

Se ioniza asi:

H,O0 — H*+ OH
La concentracion de:
[H*] = 1,0 . 107 i6n-g/L
La concentracion de:

[OH]=1,0.107 ién-g/L

Kw = 1,0 . 10" i6n-g/L

TIPOS DE SOLUCIONES
SOLUCION NEUTRA:
[H*] = [OH] =1,0. 107 ion-g/L

SOLUCION ACIDA:
Cuando:

[H*] > [OH]

SOLUCION BASICA:
Cuando:

[H*] < [OH]

CONCEPTO DE “pH”

El “pH” es una manera de expresar la concentracion de
los iones H* en una solucion. Se expresa por el logarit-
mo vulgar de la inversa de la concentracion del H*.

La concentracion [H*] del H* se expresa en ion-g/L o

atomo-g/L:

pH = log

[H*]
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ELECTRO-QUIMICA

Es el estudio de las reacciones quimicas producidas
por la accion de la corriente eléctrica y también es el
estudio de las reacciones quimicas que producen co-
rriente eléctrica.

Algunas unidades eléctricas.

UNIDAD DE MASA
COULOMB

Es la cantidad de masa eléctrica que se necesita para de-
positar 0,00118 gr de Ag en un proceso electrolitico.

1 coulombio <> 6,25 . 10'8 electrones

FARADAY

Es una unidad mayor de masa eléctrica, equivale a 96
500 coulombs, es la cantidad de masa eléctrica que al
circular en un proceso electrolitico, deposita 1 Equi-
valente gramo de sustancia en los electrodos.

1 faraday <> 0,623 . 10?* electrones

1 faraday <> 9,65 . 10* coulombio

ELECTRO-EQUIVALENTE

Es la cantidad de sustancia depositada en un electro-
do por un coulomb de corriente, en un proceso elec-
trolitico.

Por ejemplo:

0,00118 g Aag es el electroequivalente de la plata
porque es depositado por un coulomb.

UNIDADES DE INTENSIDAD
AMPERE
Es una unidad para medir la frecuencia o intensidad

con que se desplaza la corriente, equivale al despla-
zamiento de 1 coulombio en 1 segundo.

1 coulomb
Ampere = ———
1 segundo

ELECTROLISIS

Es el fenomeno de la descomposicion quimica de una
sustancia disuelta (electrolito), generalmente en el
agua, por la accion del paso de la corriente eléctrica.

Fuente de energia
+ -

Anodo atodo

C¢lda
eleqtrolitica

A A N

o ()

k Electrolito )

Solucién electrolitica

LEYES DE FARADAY

1.- “La cantidad de sustancia depositada en un elec-
trodo es proporcional a la cantidad de corriente
que circula por una solucion”.

W=aq

W = peso de sustancia que se libera o que se de-
posita en los electrodos.

o = constante propia de cada sustancia que se va
a descomponer y que depende de su equiva-
lente-gramo.

q = cantidad de corriente que circula.
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2.- “Las cantidades de sustancias distintas deposita- QUIMICA ORGANICA
das en los electrodos, de procesos distintos, por la

misma cantidad de corriente, son proporcionales BREVES NOCIONES y NOMENCLATURA
a sus pesos equivalentes”. . ,
OBJETIVO DE LA QUIMICA ORGANICA

Es estudiar los derivados del carbono.
Wa Eqa
Wb Eqb

CARACTERISTICAS RESALTANTES DEL
CARBONO

1.- El carbono es tetravalente. Se le representa por un
tetraedro regular.

2.- Los atomos de carbono pueden unirse entre ellos
por enlace simple, doble y triple.

El carbono y sus cuatro valencias

£)

= C - C =]
enlace simple

>

Bielec -
enlace doble

—C=C—
enlace simple
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FORMULARIO MATEMATICO

DIVISION DE LA QUiMICA ORGANICA

La funcién organica que se estudia en Quimica Orgénica se divide en dos grandes series: ACICLICA y

CICLICA.

SERIE ACICLICA

Son compuestos organicos de cadena abierta. Se cla-
sifican en SATURADOS y NO SATURADOS.

FUNCIONES QUIMICAS

Se llama asi a un conjunto de propiedades analogas a
un grupo de compuestos.

En la Quimica Organica se puede definir y clasificar
las siguientes funciones:

FUNCION PRINCIPAL
Constituida por H y C; de ésta, derivan otras.

1) Saturadas

eEnlace doble

2) No saturadas
eEnlace triple

imple entre carbonos _

- 20
Etilenc efinos o alquenos;
~ enlaced entre carbonos

»
2nos o alquinos:
 entre carbonos

X e
y iciclica:
. cadena 3 d 5 carbonos g

#

3encénica:
) : us derivados

~ Cuando algunc
: o)

FUNCIONES FUNDAMENTALES
Alcohol
Aldehibido
Cetona
Acido
FUNCIONES ESPECIALES
Eter Nitrito
Ester Cianuro
Sal orgédnica

Amina

Amida
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FUNCION HIDROCARBURO

Son compuestos que constan s6lo de C e H. Es la
funcion mas sencilla pero a la vez la mds importante.
Los grupos caracteristicos son:

-CH = CH

Grupo funcional
Primario
Monovalente

Grupo funcional
secundario
divalente

= CH

Grupo funcional terciario, trivalente.

A) FUNCIONES PRINCIPALES
Constituidos s6lo por Carbonos e Hidrogenos.
1.- SERIE SATURADA O ALKANA

Son hidrocarburos de cadena abierta con un solo
enlace entre carbonos.

Ejemplo:

T
—T—0O — &
—T—0O —&
T — 0O — T
T— 0O — T

T

CH,- CH, - CH, - CH,

NOMENCLATURA

“Se les nombra con la palabra griega que indica el
numero de carbonos de la cadena principal y se le
hace terminar en ANO”.

Los 4 primeros componentes de esta serie tie-
nen nombres especiales, con los cuales son mas
conocidos:

CH, :Metano o protano

CH, — CH, Etano o deutano
CH, - CH, - CH, : Propano o tritano

CH3 - CH, - CH, - CH3 . Butano o tetrano

CH, - CH, - CH, - CH, - CH, : pentano
CH, - (CH,), - CH, exano
CH, - (CHZ)5 - CH, heptano

Etc.

Los 4 primeros hidrocarburos; es decir, hasta el C,,
son gaseoso. Del C, al C,, son liquidos, del C ; en
adelante son soélidos.

Formula general:

CH

n 2n+2

n:1,2,3, ...

RADICALES HIDROCARBUROS O RADICALES
ALCOHOLICOS

Son aquellos que resultan al quitarle un “H” a un hi-

drocarburo saturado (o quitar un “OH” a un alcohol
mono alcohol, lo que se vera mas adelante).

Ejemplo:
CH, - CH,

Si se quita H resulta en:
CH, - CH, -

NOMENCLATURA

“Se les nombra cambiando la terminacion ANO del
hidrocarburo (o la terminacion OL del alcohol), por
la terminacion IL o ILO”.

- 256 -



Ejemplos:

HCH, origina el CH,— metlL

CH, — CH, origina el CH, - CH, - etll

CH, — CH, — CH, originael CH,- CH, - CH, - proplL

CH, - CH, — CH, — CH, origina el CH,-CH,-CH,-CH, - butlL

CH, - CH, - CH, - CH, — CH, originael CH, - CH, - CH, - CH, - CH, - pentlL

HIDROCARBUROS SATURADOS CON
RAMIFICACIONES

Son aquellos que tienen cadenas laterales conforma-
das por radicales hidrocarburos.

NOMENCLATURA

“Se numera el hidrocarburo, eligiendo como cadena
principal la cadena mas larga, la cual puede ser to-
da horizontal, toda vertical o quebrada, empezando
por el lado mas cercano a la cadena lateral; luego,
se nombra los radicales, indicando el numero de
carbonos donde estan enlazados, luego se lee el
nombre del hidrocarburo principal”.

Ejemplos:
i)
1 2 3 4 5
CH, - CH-CH-CH, - CH, - CH, - CH,

CH, CH, 6 CH,

7 CH,

8 CH,
Dimetil — 2 . 3 —etil = 5 — octano
ii)
5 4 3 2 1
CH, - CH, - CH - CH - CH,

CH,

Metil — 2 — pentano

2.~ SERIE NO SATURADA

Son aquellos hidrocarburos cuyos carbones estan
unidos por dos o tres enlaces.

ALQUENOS O HIDROCARBUROS CON ENLACE
DOBLE

Llamados también etilénicos, olefinos o alquenos.
Son aquellos en cuya cadena principal hay uno o mas
carbonos unidos por enlaces dobles.

NOMENCLATURA

“Se les nombra con la palabra griega que indica el
numero de carbonos que tiene la cadena principal,
haciendo terminar en ENO, precedida esta termina-
cion por di, tri, etc., segun el numero de enlaces do-
bles que tenga la cadena principal, ubicando con
una numeracion adecuada que empiece por el extre-
mo mas cercano al enlace doble”.

Ejemplos:

i)
5 4 3 2 1
CH, - CH, - CH = CH - CH,

Pent — ENO -2
ii)
1 2 3 4 5 6 7 8 9
CH,-CH=CH-CH =CH -CH=CH-CH,-CH,

Nona - TRI-ENO-2.4.6

Formula general cuando el hidrocarburo tiene un so-
lo enlace doble:

CnHZH
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ALQUINOS O HIDROCARBURO DE ENLACE
TRIPLE

Llamados también acetilénicos o alquinos. Son
aquellos hidrocarburos en los cuales algunos de sus
carbonos, de la cadena principal, estan unidos por
enlaces triples.

NOMENCLATURA

“Se les nombra con la palabra griega que indica el
numero de carbonos de la cadena principal seguido
de la terminacion INO, interponiendo la palabra di,
tri, etc., para indicar el numero de veces que se re-
pite el enlace triple; finalmente, se ubica los enlaces
triples con numeros de los carbonos de menor nu-
meracion de la cadena principal”.

Ejemplos:

i)
7 6 5 4 3 21
CH,-CH,-C = C =CH, -C =CH

Hepta di — INO - 1.4
i)

5. 4 3
CH,- CH,-C =

2 1
C-CH,
Penta — INO - 2

Formula general valida cuando hay un solo enlace
triple:

CH

n- 2n-2

HIDROCARBUROS NO SATURADOS CON
CADENAS LATERALES

Son aquellos que tienen cadena lateral, designdn-
dose como cadena principal la que tiene enlace do-
ble o triple.

NOMENCLATURA

“Primero se elige la cadena principal, se numera sus
carbonos. Luego, se nombra los radicales empezan-
do por los mas simples, indicando su ubicacion con
la numeracion de la cadena principal, finalmente se
lee la cadena principal”.

Ejemplo:
i)

1 2 3 4 5 6 7 8
CH =CH-CH-CH, -CH -CH=CH-CH,

CH, CH,

Di — metil — 3.5 — octa — eno.6 — ino. 1
ii)

9 8 7 6 5 4 3 2 1
CH-CH-CH -CH- C = C-C=C=CH
C

CH, H,

|

CH, CH,

| |

CH, CH,
|
CH,

Propil. 8 — butil.3 — Nona — di — eno. 1.2 — ino.4
B) FUNCIONES FUNDAMENTALES

FUNCION ALCOHOL

Resulta de la sustitucion, en la funcion hidrocarburo,
de un H por un radical OH. Como la sustitucion pue-
de hacerse en un grupo hidrocarburo primario, secun-
dario o terciario, el alcohol resultante sera primario,
secundario o terciario, cuyos grupos funcionales son;

- CH,0H

= CHOH = COH

NOMENCLATURA

“Se les nombra con el nombre del hidrocarburo que
lo origina, haciendo terminar el OL, precedida esta
terminacion de di, tri, etc., segun las veces que se
repite el grupo OH”.
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Ejemplos:
i) CH, - CH,0H
etanol
ii) CH, - CHOH - CH,
Propanol — 2

iii) CH,OH - CH, - CHOH
Propano—di-ol-1.3

iv) CH,OH - CHOH - CH,OH

Propano — tri — ol o glicerina

V)
8 7 © 5 4 3 2 1

CH=C-CHOH -CH-CH =C-COH = CH,

C,H, C,H,

Di — etil.3.5-OL.2.6 — Octa — di — eno.1.3 —ino.7

FUNCION ALDEHIDO

Resulta de la sustitucion de 2H de un hidrocarburo
del grupo funcional primario (-CH,) por un O. El
grupo caracteristico es:

-CHO
o:
(@)
V7
-C 7
N
H
NOTA:

No confundir con el alcohol terciario (= COH)

NOMENCLATURA

“Se le nombra con el nombre del hidrocarburo que lo
origina, haciendo terminar en AL”.

Ejemplo:

i) CHO - CH, - CH,
Propan — al
ii) CHO - CH,
Etan — al
iii)
1 2 3 4 5 6 7

CHO-C =C-CH-CH=CH - CHO

CH,

Metil.4 — hepta — eno.5 —ino.2 — di —al.1.7

FUNCION CETONA

Resulta de sustituir 2H del grupo funcional secun-
dario (=CH,) por un O. El grupo funcional carécte-
ristico es:

= CO

NOMENCLATURA
“Se les nombra con el nombre del hidrocarburo que
lo origina, haciendo terminar en ONA”.
i) CH, -CO -CH,

Propan - ona

ii) CH,-CO-CO-CH,

Buta — di — ona

iii)
7 6 5 4 3 2 1
CH,- CO-CH - CH,- CO-CH = CH,

CH

CH

2

3

Etil 5 — hepta — eno.1 — di-ona.3.6
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FUNCION ACIDO iii) COOH - CH, - COOH

Resulta de la sustitucion del grupo funcional prima- Propano — di - oico
rio (-CH,), 2H por un O y otro H por un OH. El gru-

po funcional caracteristico se llama carboxilico y es:
iv) COOH - CH, - CH, - CH,

Butan - oico

— COOH
v)
NOMENCLATURA 8 7 6 5 4 3 2 1
“Se les nombra con el nombre del hidrocarburo que CH,-CH,-CH-CH,-C = C-CH-COOH
lo origina, haciendo terminar en OICO”. |
Ejemplos: CH, CH,
i) HCOOH |
Metan - oico CH,
ii) COOH ~ CHj Metil.2 — etil.6 — octa — ino.3-oico.1

Etan-oico
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RADICALES ORGANICOS

RADICAL ALCOHOLICO O RADICAL
DE HIDROCARBURO SATURADO

Es aquel que resulta al quitarle el grupo OH al al-
cohol o el H a un hidrocarburo saturado.

NOMENCLATURA .-

“Se les nombra con el nombre del hidrocarburo
que lo origina, cambiando la terminacion ONA
del hidrocarburo, u OL del alcohol, por la termi-
nacion IL o ILO”.

Ejemplos:
i) HCH, original el — CH, met-il.
i) CH,- CH, - CH, -
Propil
iii) CH, — CH, — CH, — CH,
Butil

Formula general:
CH

n- o 2n+l

RADICALES DE HIDROCARBUROS
NO SATURADOS

Resultan de quitarle 1 H al hidrocarburo

NOMENCLATURA .-

“Se les nombra con el nombre del hidrocarburo
que lo origina haciendo terminar en ILO”.

Ejemplos:
i) CH, = CH, origina el CH, — CH — etenilo.
ii)

4 3 2 1

CH, - CH,-CH =CH -

Buteno.1 —il -1

iii)
1 2 3 4 5 6
CH=C-CH=C=CH-CH,-

Exa — di — eno.3.4 — ino.1-il.6

Es necesario indicar la posicion del enlace libre,
porque con los ejemplos anteriores puede suce-
der lo siguiente:

[(de ii)]
4 3 2 1
=\CHS = CH — CH'= CH,
Buteno.l —il — 4

[(de iii)]

1 2 3 4 5 6
- C=C-CH=C=CH-CH,

Exa — di — eno.3.4 —ino.1-il.1

RADICALES ACIDOS

Resulta de quitarle un OH al grupo carboxilico
(-COOH) del acido organico.

NOMENCLATURA .-

“Se les nombra con el nombre del hidrocarburo
que lo origina, anadiendo la terminacion ILO”.

Ejemplos:

i) CH, -CO-

Etano-ilo

ii) CH,-CH,-CH,-CO -

Butano-ilo

iii)
1 2 3 4 5 6
CH,=CH -CH -CH=CH-CO -

CH,

CH,

Etil.3 — exa — di — eno.1.4 —ilo.6
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C) FUNCIONES ESPECIALES

FUNCION ETER

Resulta de quitar (deshidratar) una molécula de
agua a dos moléculas de alcohol.

2(CH, - CH,0H) - H,0 Z» C,H. - O - C,H,
NOMENCLATURA

“Se les nombra interponiendo la palabra OXI a
los nombres de los hidrocarburos que originan
los alcoholes”.

Ejemplos:
i) CH, - CH, - O - CH,
Etano oxi-metano
i) CH, - CH, - CH, - CH, - O - CH, - CH,

Butano-oxi-etano

NOMENCLATURA ESPECIAL

Cuando el grupo funcional éter (-O-) une los dto-
mos de carbono de una misma cadena, se le antepo-
ne el prefijo EPOXI, indicando con numeracion los
carbonos donde estd injertado el radical —O-, segui-
do del nombre el hidrocarburo.

Ejemplos:

Ds 4 3 2 1
CH, - CH, - CH - CH - CH,

N/
O
Epoxi.2.3 - pentano

ii) CH;—C=C-CH,
\/
)

Epoxi.2.3 — buteno.2
iii)
9 8 7 6 5 4 3 2 1
CH,-C=C-CH-CH-C= C-CH=CH,

)

Epoxi.5.6 —nona - eno - 1 — di — ino.3.7

FUNCION ESTER

Resulta de sustituir el (H*) del 4cido organico o mi-
neral por un radical alcohélico.

Ejemplo:

(CH, — COOH) + (CH,0H — CH,)
Z» CH,- COO.C,H. + H,0

H.NO, + (CH,0OH — CH,) =» NO,C,H.+H,0
NOMENCLATURA

“Se le nombra con el nombre del radical halogénico
del acido (el nombre del acido se hace terminar en
ATO), seguido del nombre del radical alcohoélico”.

Ejemplos:
h) CH, - (CH,), - COO.C,H,
Exanoato de etilo
i) CH, - COO.C,H,
Etanoato de butilo
iv) SO, (C;H.),
Sulfato de propilo
V) SO,.(CH,;),
Sulfito de exilo
Vi) NO,.C,H,
Nitrato de etilo
vii) Clo, . C,C,

Perclorato de propilo

FUNCION SAL ORGANICA

Resulta de sustituir el hidrogeno H* del acido organi-
co por metales o radicales positivos de Quimica Inor-
gdnica.

Ejemplo:

CH, — COO.H + NaOH Z» CH, — COO.Na + H,0
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NOMENCLATURA

“Se les nombra con el nombre halogénico del 4acido,
seguido del nombre ionico del metal”.

Ejemplos:
i) (CH,-COO0), Cu

Butanato cuprico

ii) (CH, - COO),Al

Etanoato de aluminio

FUNCION AMINA

Resulta de la sustitucion parcial o total de los H del
amoniaco por radicales alcoholicos.

NOMENCLATURA

“Se les nombra con los nombres de los radicales alco-
holicos, seguido de la palabra AMINA”.

Ejemplos:
/ CH,
i) N-——CH,
\ H

ii) N

Etil — amina

C,H,

/

iii) N —— C,H,

N

GH,

Di — etil — propil — amina

FUNCION AMIDA

Resulta de la sustitucion parcial o total de los hidroge-
nos del amoniaco por radicales acidos. (Radical acido
es lo que queda del 4cido al quitarle el grupo OH).

H CO-C,H,
\

H \H

amoniaco propano amida

NOMENCLATURA

“Se les nombra con el nombre del hidrocarburo que
origina el radical acido, seguido de la palabra
AMIDA”.

Ejemplos:
CO-C,H;

i) N——H

/

Propano - amida

CO-CH,
i)  N——CO-CH,

CO-C.H,,

Di - etano - exano - amida
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FUNCION NITRILO FUNCION CIANURO
Resulta de la union del CN—, monovalente del acido  Resulta de la union del radical CN — monovalente
cianhildrico, con los radicales alcohoélicos. con un metal:
CN - C,H; CN-K
NOMENCALTURA NOMENCLATURA

“Se les nombra con la palabra CIANURO, seguido
del nombre i6nico del metal”.

“Se les nombra con el nombre del hidrocarburo de
tantos carbonos como haya en total, seguido de la
palabra NITRILO”.

Ejemplos:
Ejemplos:
i) CN-K
i) CN - CH,
cianuro de potasio
Butano — nitrilo
ii) CN-CH,, iy (CN),Fe

Exano — nitrilo Cianuro férrico
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‘ CUADRO DE LOS GRUPOS FUNCIONALES i

1 ommorcowt | sowsepeiarnion | NuEserTu
ol Primaria .. ano
= CH, Secundaria | HIDROCARBUROS .. eno
= CH Terciaria .. ino

[ GRUPO FUNCIONAL

ALCOHOL FUNCION NOMENCLATURA
- CH,OH Primaria ..ol

= CHOH Secundaria ALCOHOL ..ol

= CH Terciaria ..ol

- CHO ALDEHIDO .. al

= CO CETONA .. ona

- COOH ACIDO ... oico
-0- ETER .. OXi ...
- COO-R ESTER ... ato de ...ilo
- COO-FR SAL ORGANICA ...ato de ...
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R = radical alchol
R" = radical mineral o positivo

R” = radical dcido

R - NH2 Primaria ‘
A
R\
/NH M Secundaria
}
2 1 AMINA ... amina
R N
R—NH A Terciaria [
R
R” — NH2 Primaria ‘
A
R
/NH M Secundaria
R” I AMIDA ... amida
R” D
R”7NH A Terciaria J
R”
R-CN NITRILO ...nitrito
R’ - CN CIANURO cianuro de ...
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SERIE CiCLICA

Son aquellos que tienen alguna cadena cerrada, for-
mando anillo. Son de tres clases: aliciclica, bencéni-
ca y heterociclica.

SERIE ALICICLICA

Es una serie ciclica de enlaces simples o a lo mas do-
bles. No incluye el benceno, el cual forma una serie
especial.

NOMENCLATURA

“Se les nombra anteponiendo la palabra CICLO al
nombre del hidrocarburo de cadena abierta que la
origina”.

Ejemplos:

CH,
CH, — CH,

Ciclo.propapano

i)
CH— CH,
CH—— CH,

Ciclo- buteno

iii)

3

C - CH, - CH,
2 CH—— CH4
1 CH—— CH,5

Etil.3 — ciclo — di — penteno.1.3

iv)

AN

1 CH CHCI 3
6 CH, CH, 4
CH,

5

Clor.3 — ciclo — exeno. 1

SERIE HETEROCICLICA
Poseen uno o mads elementos diferentes del C en los
nudos de la cadena cerrada. Reciben distintos nom-
bres de acuerdo con el elemento distinto de C que lo
ha sustituido en la cadena.

Estos son los nucleos mas importantes de esta serie:

SR
\S/

Tiofenos

|1 |
\F/

Pirrolicos

N/
(@]
Furanos

BENCENO

SERIE BENCENICA O AROMATICA

Posee como base el nucleo bencénico o llamado ani-
llo de kekulé.
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)

e

/\
T

iv) 2 3
—— CH.(CH,)

CH
1 CH ——CH, +4

Fenil.3 — ciclo — buteno.1

Cl\ /CH DERIVADOS DEL BENCENO

Resultan de sustituir uno o mas H del benceno por
CH radicales alcoholicos monovalentes o por metales.
Pueden ser derivados mono, di y tri — sustituidos.

RADICAL FENILO A) DERIVADOS MONOSUSTITUIDOS

Resulta al quitarle un H al benceno.
CH,- o:

Este radical sustituye a los hidrogenos de los hidro-
carburos o de los dcidos. Se les nombra asi:

i) NO, @ o: NO, .(CH,)

nitrato de fenilo

ii) SO,(CH,),

sulfato de fenilo

iii) 4 3 21
CH, - CH = C - CH,

Fenil.2 — but — eno.2

Se les nombra con el nombre de radical que sus-
tituye al H, seguido de la palabra “benceno”.
Ejemplos:

i) CH, - CH, ii)
Etil — benceno Cloro-benceno
iii) 1

Todo benceno

B) DERIVADOS BISUSTITUIDOS

Pueden ser ORTO, META o PARA, segun la posi-
cion de los hidrégenos sustituidos.

Y

ORTO META PARA
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Se les nombra con los prefijos ORTO, META o Se les nombra con los nombres de los radicales

PARA, luego el nombre del radical seguido de la que sustituyen los hidrogenos, luego, segun lo
palabra “benceno”. que convenga, la palabra vecinal, asimétrico o si-
) meétrico, seguido de la palabra “benceno”.
Ejemplos:
Ejemplos:
0 i) CH,
CH, — CH, C,H,
G, —cn, @(
CH,
Orto — di — etil — benceno Metil . di — etil — vecinal — benceno
ii) i) Cl
:L[ , CI
1
I CI

Tri — cloro — asimétrico — benceno
Meta — cloro — benceno

iii)

CH
iii) ’
4 /©\
CH, CH,

Tri — metil —simétrico — benceno
CHy,

Para — butil — pentil — benceno NAFTALENO

) Resulta del acoplamiento de 2 bencenos:
C) DERIVADOS TRISUSTITUIDOS
Pueden ser: VECINAL, ASIMETRICO O SIME-
TRICO segun la posicion de los hidrogenos susti-

8a
CH
tuidos. 7B CH CH 28
ZZ SN
R R R ||
R R X - C /
6p CH CH 38
CH CH
R R R 5a.
R

la
CH

4o,

Se le numera como se indica; hay 4 carbonos a, 4

VECINAL ASIMETRICO SIMETRICO
carbonos f3.
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RADICAL NAFTIL ii) CH, CH,

Resulta de quitarle 1H al naftaleno, segun de donde cH

sale el hidrogeno, el naftaleno puede llamarse a-naf-
til o P-naftil.
Ejemplos: GH;, CH,

Tetra-metil 1.2.4.8-propil.5 naftaleno
o4 302 1
CH, - CH-CH, = CH, ANTRACENO

COp
<O>

B-naftil.3-buteno.1

Resulta del acoplamiento de 3 bencenos

8a 9y la
CH CH CH

78 CH CH?2
i) 1 2 3 b b
C = C- CH, 6p CH CH 3p
a-naftil-propino.1 RADICAL ANTRACIL
Resulta de quitarle un H, sea o, 0 f o o oy al antra-
DERIVADOS DEL NAFTALENO ceno; segun esto, puede llamarse o naftil, f naftil o
y naftil.
Resultan de sustituir un Ho o B de naftaleno por un
radical alcoholico o metales. Ejemplos:
Se les nombra, anteponiendo la letra o o  que co- i)  CH,-CH,
rresponde al H sustituido, luego el nombre del radi-
cal, o mejor, si son varias las sustituciones con una
numeracion como la que se ha indicado, seguido de
la palabra “naftaleno”.
Ejemplos: o - naftil.2 — etano
i) C,H, i) ©6 5 4 3 2 1
CH, -CH-CH-CH-C= C
C,H;

a etil, P etil
y naftil.5 — exa — eno.3 — ino. 1
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DERIVADOS DEL ANTRACENO
Resultan de sustituir un hidrégeno o, B o y del antraceno por un radical alcoholico o metal.

Cuando son uno o dos los hidrogenos sustituidos se les nombra indicando la letra griega del H sustituido,
luego el nombre del radical y finalmente la palabra “antraceno”. Sin embargo, cuando son varias las sustitu-
ciones se sefiala con los numeros indicados en la figura anterior.

Ejemplos:

i) CH, - CH, i) Cl Na CH

3
C71—113

Metil.1 — pentil.5 — heptil .3

CH, - CH,

CSHII

etil — g etil — antaceno

— cloro.8 — s0dio.9 - antraceno
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